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摘要 本文给出关于三元组 ! , , 。
,

幻的充分必要条件
,

在此条件下
,

存在 , 点的图  ,

使图

图 西的点色数!或边色数∀分别是 。 和 ‘

关键词 图
,

染色
,

色数

# 己 ∃食
%

, & % ‘二

本文使用术语和符号同文 〔∋〕
,

并假设文中出现的图都是简单图
%

图 存 的补图记为 乙

设 ( 是正整数
,

。 和
、

是非负整数
,

三元组 !护) 。 ,

的称为点染色可实现的
,

如果存在 户阶图

 ,

使城 ∀ ∗ ,
,

斌而 二
。

%

类似的
,

称三元组 !护)。 , ,
∀为边染色可实现的

,

如果存在 尹阶图  ,

使 +∃

!  ∀二讯
, 名‘ ! 口∀ ∗ 忍

%

首先
,

不难验证定理 ∋
%

定理 ∃ 三元组 ! , ) 二 ,

叻是点 !或边 ∀染色可实现的
,

当且仅当 ! , 挤
, 。 ∀是点 !或边 ∀染色 可

实现的
%

、&
‘、,,−‘

产%
‘

了、

由文〔.〕!定理 ∋
%

∋∋ 和 ∋
%

. /∀ 我们有
,

对任一个 ( 阶图 0
,

. 了下
呻

蕊 1 ! 2 ∀ 3 1 !舜∀ 夏 , 3 ∋ ,

, , 4
、 ,

二
、

, ∋
,

( 镇 1 !‘∀
· 1 !否∀ 毛 令 !尹

一

十 ∋ ∀ . ,

5
∗

一
“
一 产 一 、 一 产

∗ 6
、 5

、%产‘,
口

内7月二了‘8了%、
.〔

守
〕一 ∃ 、 , !。∀ 3 一 !。∀ 、 , 一 . 3

0 《 ‘,
‘“, ‘

,
‘吞, 镇 ‘) 一 ‘, ‘”〔晋〕

一 ,
、

一 ‘ , 、 一 !、∀ 一 .〔

守卜
, ∀

·

.〔备〕 !矛∀ . ∀
,

! / ∀

从而
,

立得三元组伽 )二
, 1 ∀是点染色可实现的

%

必要条件是

本文 一9 9 一 # ∋
一

.: 收到
%

,

福建省自然科学荃金会资助课题



� ; < 华 价 大 字 竺 � 7 7  

。 = , 一 � 《 , 簇 ,
,

而三元组 1, > 。 , 。4是边染色可实现的
,

必要条件是

1< 4

?
? ? ? ,

?
? 、

≅
。

冲 十 Α
、 ,

≅ ? 6 ?

≅
? 。 , 。 广 户 、 , ?

、 。 、

+Β 。蕊 、仍, 吕 , >尧七 ‘七一下一
声 一

Α 兑尧 琳 , Χ ” 勺七 尹一
‘ , 6 ‘ 七几犷! , 、了 , , 乙 ,6

“
1Δ 4

?

我们在本齐第
‘

6

节将证呱耕
‘“, 对于三

碑
6

1扮沙丝今粤警色可率粤也是充分的
口

但是

正如第  节所指出
,

条件 1Δ4 对于三元组 1护> 二
,

幻为边染色可买珊是不充分的
,

我们村编出边染

色可实现的三元组的充分必要条件
6

� 点染色的实现

定理  三元组 1护> 。 , Ε
4是点染色可实现的

,

当且仅当 护, 。 , 。是正整数且满足条件 1<4
6

证 条件 1< 4的必要性由式 1Α4 和 1 4立得
6

为证明充分性
,

只要对满足条件佑 4的不 锥数

,
,

,
, , ,

构造 , 阶图 Φ 使
Ε 1Φ4 一 , , Ε 1酌一

,
6

首先考虑满足条件

Α 成 , Ε

成 , Ε 1 ⋯ 攫 , 6
一 Ε ,

气 = 八 十 ⋯ = , 6
Γ ,

‘

Ε !

数组 1, ‘ , , Ε ,

⋯
, Ε 6

4由条件1< 4
,

至少有一数组满足上述条件
,

比如
,

令

1Η 4

17 4

�
,

当 � 成 ‘《 , 一 Ι 一 Α ,

9 十 �
,

当 ‘Γ 二 一 Ι ,

,

当 , 一 Η 十 � 镇 ‘1 。 ,

:ϑΚ悦ΑΚ、

一一:

其中
,

一 〔

黔
, ‘Ε 一 ‘时

, 。
可取任何值 ,

, ‘一 , 一 , 一 , ‘, 一 , ,
,

那么
,

数组 1, ϑ · ·Ε ,

一
尹· , 满足条

件 1Η 4和 17 4
6

取图 Φ 为完全 , 分图 Λ6
,

6 , ,

一
Μ 6 ,

则
Ε 1Ν4 一二

, Ε 1动 Γ 二 证毕
·

推论 � 对任意正整数 ,
, Ε ,

存在图 Φ 使
Ε
1Φ4 一 ,

,

式砰4Γ Ε
6

证 因 , 一 1。 = , 一” 二俪一 9 4 1Ε 一 �4 4 ∀
,

故存在正整数 , 使条件 1< 4成立
,
由定理  立

得
·

 边染色实现

引理 8 1, ΑΟΒ 9Π ΝΑ 9
,

〔�〕4 图 Φ 有 1ΘΡ= Α4个顶点
,

且 八1Φ 4二 ΘΡ
,

则 Σ3 1Φ 4 �《 Ρ 
的充分必要

条件是
Ε ‘ 1‘4 Χ ΘΡ

6

定理 ; 设图 Φ 有 1 几= � 4个顶点
,

且 Ε ‘ 1‘4Γ ΘΡ = �
,

则
Ε ‘

1否4簇Ρ一 �
,

证 因
Ε ‘ 1‘4一  花= � Τ  无4 么1Φ 4

,

又由 Υ城 Β ς 定理泊1。4》
Ε ,

1Φ 4一 � Χ  无声
6

“ 序4二 ΘΡ
6

由引理 8
,

Ω3 1口4 ΩΤ  Ρ 
,

故 �召1吞4】成无一 �
,

从而
, Ε ,

1否4簇 Ρ一 �
6

注 当 户二ΘΡ = Α
, , Γ ΘΡ = �

, Ε 一 Ρ 1Ρ 4  4时
,

条件1Δ 4成立
6

但由定理 ;
,

三元组 1, > Ξ , Ε 4不是

边染色可实现的
6

定理 < 三元组 1户>二
, , 4是边染色可实现的

,

充分必要条件是
Ε
1Ψ 4当 尹二 Α 时

, 。 Χ Ε 二 Ν > 1幻

当 护二  时
,

, Χ Ζ
, >
二 � 或 仍 Γ �

, 、
Χ Ζ > 1���4当 ,4 � 时

,

条件 1Δ 4成立且若 , Χ 6 ‘  无= � 时
, 二

1 正

一 � >
若 护Γ , 一 ΘΡ = [ 时

,

、蕊无一 �
6
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证 情况 1Ψ 4和 1的的正确性是显蜂的
,

当崛诊条陈必妥性由式 1� 4 ‘184 及定理 ; 立得
·

下

面
,

利用构造方法证明充分性
,

由定理 �
,

不妨假谁舟令
,

井戴四种情况讨论
·

情况 Α 若 , Χ  几是偶数且 Ξ = 二二 8论一  
,

则 娜 Γ Ε Γ  扮一 �
6

取 口Χ 尤卜
,

# 万
, ,

那么
, Ε ,

1∴ 4

Χ
] ‘

1乙4Γ ΘΡ 一 �
6

情况  若 尹Γ  几但 , = Ε ⊥ 公一  
,

则已知条件即 二1 ,
成 正一 �《 6 = , ⊥ 8Ρ 一  

6

因 丫 1Λ动

Γ  卜 �
6

故 31 Λ Ε 6
4可分成 1 Ρ 一劝个匹配 材 , ,

对 Ε ,

⋯
,

_ Ε ‘一 ‘
·

任取一点
。。∴ 以Λ动

6

不失一般性
,

设 ΥΖΥ
、

∴ 万
‘
1�苟令卜

‘4
·

设 “是 Λ ”
的以

6

致从一 ‘内如一
“巧Ω为边集的生成子图

,

其中
,

⎯一 ,

=
、
一  而= �

,

则 。4
Ε ‘ 1召44 么1Φ 4二 。

,

即
二‘ 1Ν 4二二

6

另一方面
,

君1西4 Χ

故
二‘

1否4成ΘΡ一 Α一二 = ⎯Χ
Ε

6

但
Ε ,

1否44
一

、1西4Γ 5 1
Α’。4一 Ε ,

即
] ,

1西4Γ
Ε

6

 6 一 二

# 对
‘

# 1。
。。‘ ,

⋯
, 如巧 Ω

6 Χ 。十 Α

情况 � 若 户二  无= �仕》 � 4是奇数
, Ε
成ΘΡ ,

则 , 《
。⊥ ΘΡ = �簇二 = 。

1 8Ρ 一 �
6

因
Ε ‘

1Λ , = Ε
4 Γ

 Ρ = �
,

故 3 1Λ , = ,
4可分成 1 Ρ 十 �4 个 匹配 万

。,

万
Ε ,

⋯
,

万
 ,

6

每个匹配都恰含 Ρ 条边
,

每个顶点恰

对某一个 ‘是 _Ψ
一不饱和的

,

不妨设点 ‘是 抓
一不饱和点 1Ζ 成‘《ΘΡ4

6

对任一点 ‘护∀
,

若边
口‘任_ , ,

则令 武‘4二⎯
6

由上一段所述
,

Ο1 ‘4护 ∀
,

Ο1 ∀井 ‘
,

且因诸万 是匹

配
,

故仅当 落一 , 时
,

Ο1 Ζ 一 Ο1 ⎯4
6

即 “ 是 Σ�
,  

,

⋯
,

 封的一个 置换
,

故
Ο
可表成不交的循环置换

α , , Ο , ,

⋯
,

乌 的积 1〔8〕
, ,

6

 ;  4
6

设 试 Γ 1
, ‘
1� 4

,

⋯
, , 6

19
‘
4 4

,

令
Ι 一 二= 。一 ΘΡ 一 �

, ∴
满足条件

9Ε = 勺 十 ⋯ = 心一 ,

⊥ Ι ,

9Ε = 9Ε = ⋯ = 心一 ,
= 几4 Ι6

令 ΠΧ , 一 9Ε 一 9Ε 一
· ·

一 ‘
一 , ,

则 Α1 Π提几
6

现在
,

构造 户阶图 Φ 如下
Ε 3 1动由 1> = Α4 个 匹配 _ 。 ,

_
· Ε 1Ε 4 一妙

, 1� 4
,

⋯
,

对
·, 1‘� ,

一“ 19
Ε
一 � 4

,

_6
Ε 〔Ε

厂‘
β
19

Ε
4

,

⋯
,

从
? Ε 〔Ε 4一 ‘一

Ε
1� 4

,

⋯
,

对一
Ε 1‘4
一娇

一 ,

196 一
,
4

,

对
, , 1 Ε 4一 ,

6

1Α 4
,

⋯
,

对、1, = , ,
一 ,

。

1Π 41这儿
,

若 Π一‘
,

则令
, 6

1‘= � 4“
, 6

1� 4 4和 1。一 Ι一 � 4个

其它的匹配 从1这儿
,

若 Π⊥ ‘
,

则必须选叭
、, 4

做为这 1‘一 。一 �4 个匹配之一 4的边组成
·

因
Ε ⊥  Ρ

十 Α ,

故至少有一个点
。 ,

对这 , 个匹配都是饱和的
,

即 ‘。1刃 二 , ,

故 [Α 1吞4Γ 、

在图 Φ 中
,

点
。
的度是  Ρ 十 Α一 。= > Χ 。

,

侧Φ4 由 1。一 > 4个匹配的边和
ϑ

条边 ,
Ε
1Α4

,

⋯
,

叽

住4组成
,

故
Ε ‘ 1Φ 4Γ ,

·

情况 8 若 , Χ Ε 二  无= [ 且 二成论一  
6

构造图 Φ 如下
Ε − 1Φ 4Γ Σ内

, Υ Ε , ·

⋯
。 6

Ω
,

3 1Φ 4Γ Σ
。。Ε , Ε ,

⋯
, 。。。。

Ω
,

显然
,

[, 1‘4一 ,
,

图 子有 Ρ 1ΘΡ = � 4一二乒 Ρ 
= � 条边

,

故
Ε ‘ 1西4一 ΘΡ = �

6

完全证毕
6

推论 Δ 对任何非负整数 二 , 。 ,

除 1。
, , 4Γ 1�

,

� 4
,
1Ζ

,

 毛4
,

1ΘΡ , Ζ 41ΡΤ Ζ 4之外
,

存在图 口
,

使
] ‘

1Φ 4 Χ 仍 , 艺‘ 1吞4二 介
6
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