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关 于 图 的 星 色 函 数
‘

王 志 雄

(华侨大学管理信息科学系
,

泉州 3 6 2 0 1 1 )

摘要 图的星色函数是研究星染色的一个重要函数
.

给出几种重要图类的星色函数
,

讨论星色函

数的一些基本性质
,

提出几个值得进一步研究的间题
.

关键词 图
,

染色
,
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.

5

本文只考虑无向的有限简单图
.

未加说明的术语与符号见文〔1〕
.

设 k 是正整数
,

(k >表

示集合 <0
,

1
,

⋯
,

k一 1}
.

对一切 x
,

y 〔 (k )
,

令 }x 一川
,
一 m in{ }x 一川

, k 一 }x 一川 }
.

设 k
,

d 是

正整数
,

k ) Zd
,

图 G 的一个 (k
,

d)
一

星染色
,

指的是 V (G )到 (k) 的一个映射
c ,

使得对一切 uv 任

E (G )
,

恒有 I
c (u )一 e (v ) I

,

》d 〔2
,

3 ,
.

图 G 的不同 (k
,

d )
一

星染色的方法数记为 ;r
’

(G
, k ,

d )
,

称为

图 G 的星色函数
.

对于非空图 G
,

inf 丈k / d
: 二

’

(G
,

k
,

d )> 0 ,

k妻 Zd > 0} 称为图 G 的星色数
,

记

为 X
‘

(G )
.

显然
,

图 G 的 (k
, 1 )

一

星染色即其正常染色
,

故 二
‘

(G
,

k , 1 )即图 G 的色多项式
.

以此

而论
,

星染色
、

星色函数
、

星色数
,

分别是正常染色
、

色多项式
、

色数的推广
.

通过星色函数研究

图的星染色
、

星色数与色多项式
,

无疑地
,

是有意义的
.

1 若干图类的星色函数

定理 1 设 K
,

是
n
阶完全图

,

则当 k )
n d 时

.

(K
, , k ,

d ) = k (k 一 n d +
, : 一 l) (k 一 n d + n 一 2 )⋯ (k 一 n d + 1 )

.

证 设 V (K
。

)一 (v
: , v : ,

⋯
, v ,

}
, :
是图 K

,

的一个 (k
,

d 卜星染色
,

则
: (v 。

)一 r
有 k 种不同

的选择
.

对
r
的每一选择

, 。(v
:
)

, : (v
:
)

,

⋯
,

c( v 二一 ,
)的选择方法数是一样

,

故不妨只考虑
r ~ 。的情

况
.

这时
, 。 (v

,
)

, ‘(v
:
)

,

⋯
, c (v

, 一 ,
)取自 d

,

d + 1
,

⋯
,

k 一 d
.

这 (n 一 1 )个数从小到大排列是
r , ,

r : ,

⋯
, r 。一 ,

.

令 t ;
~ r , ,

t :
= r :

一 (d 一 1 )
,

⋯
,
t

, 一 :
= r , 一 1

一 (
, : 一 2 )(d 一 1 )

,

则 当且仅当 t: , t: ,

⋯
,
t

, 一 ,

是 d
,

d + 1
,

⋯
,

k一 d 一 (n 一 2 )(d 一 l) 中的 (
, : 一 l) 个不同的数时

, :
是 K

,

的一个 (k
,

d)
一

星染色
.

_
, ,

_ }k一 Zd + 1一 (n 一 2 ) (d 一 1 ) )
, ,

_
、

山 _
、 . _ . :

_
、 , 、 、

一
因此

,

rl ,

rz’
’ · ’ ,

几一 ;

有}
” “一

’ ‘ , :

二1 “

“一

“
’

!种选取法
,

从而
“ (vl ’

, “ (vz ’
,

一
“ (叭一 1

’有

_ 、

}k 一 Zd 十 l 一 (n 一 2 )(d 一 1 ))
(n 一 1 ) ! l

-

一
’ 一 、 一 _ 一

’ - -

一
}

一
’

人 n 一 1 ,

一 (k 一
, ,d 十 , , 一 1 ) (k 一

, :d + n 一 2 )⋯ (k 一 n d + l )

,
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种选取法
.

证毕
.

定理 2 设 K
,

一 e
是从 K

。

中去一边
。
得到的图

,

则当 k妻 (n 一 1)d 时

汀 .

(K
.

一 e , k , d )d )

k (n 一 2 )卫

一

(
‘一 ‘”

二当
+ ” 一 2

)
+

(
‘一 ‘”

二当
+ ” 一 ‘

)
+ (
一

3 )

(
‘一 ”

丫三护
’一 ‘

)
·

证 设 V (K
,

一 e )= {u
, , u : ,

⋯
, u ,

}
, e = 云一

, tt . , :
是 K

,

一 e
的一个 (k

,

d )
一

星染色
,

则
c (u

.

)任

(k >有 k 种不同的选择
.

如定理 1 ,

我们不妨只考虑
‘(u

。

) ~ 。的情况
,

并设
‘(u

, 一 1
) ~ h (0 簇h镇

k 一 1 )
.

(l) 若 O( h簇Zd 一 1 或 k一 Zd + 1成h镇k一 1 ,

则
: (u

:
)

, 。
二 c( “ , 一 :

)分别取自{h + d
,

h + d +

1
,

⋯
,

k一 d }或丈d
,

d + 1 ,

⋯
, h 一d}

,

且满足条件

}
e (u r

) 一 c (u ,

) 1
,
》 d

,

(1 成
r < t 簇

n 一 2 )
.

(1 )

如定理 1 之证明
,

选取的方法数分别是

(
一

2 , :

(
‘一 (n 一 1 )(d 一 1 ) 一 h 一 l

n 一 2 )
或 (
一

2 , :

(
‘一 ‘” 一

才兰飞
一 ‘’一 ’

)
.

(2) 若 Zd簇h簇k 一 Zd
,

则 c( “ ; )
,

⋯
, ‘(价一 :

)分别取自(d
,

d + 1
,

⋯
,

h 一 d }U 咬h + d
,

h + d +

1 ,

⋯
,

k一试}
,

且条件(l) 成立
.

有 i 个取自谧d
,

d + 1
,

⋯
, h 一d}

,

另 (n 一 2 一 l’) 个取自<h + d
, h +

d + 1 ,

⋯
,

k 一 d }的选取方法数是
_ 、 _

Ih 一 Zd + 1 一 (i 一 l )(d 一 1 ) ) [
‘” 一 艺, ’

(
、 从

h 一 Zd 一 h + 1 一 (n 一 3 一 i) (d 一 1)
” 一 2 一

从而
汀

.

(K
,

一 e , k
,

d )

k (n 一 2 ) !

一

:i0l(
‘一 (” 一 ‘

丫乞
‘, 一 人一 ‘

}
+ 卜

恳
;

}
人一 (” 一

才嘿
一 ‘’一 ‘

}
+

羔引
人 一 2“ + ‘一

:
‘一 ”“ 一 ‘,

}
又

(
‘一 2“ 一 人 +

:二;n--L
3 一 ‘, (“ 一 ‘’

}
一

(
‘一 (”

万三丫
d 一 ‘’

)
一

(
‘一 ‘” 一 ‘’(d

百夕l--
‘一 ‘Zd 一 ‘’

)
+

(
‘一 ‘’‘ 一

才丫气
一 ‘’一 ‘

)
一

(
‘一 ‘Zd 一 ‘’

几性丁
‘’(d 一 ‘’一 ‘

+ (
一

3 )

(
‘一

’‘

了一护
’一 ‘

)
+ 2

(
‘一 (”

屯竺气
+

’‘ 一 ‘

)
一

(
‘一 ‘”

又当
+ ” 一 2

)州
‘一 (” 一 ,

)丫广
‘n 一 ‘’

)
+ (

,

一
3 )

(
‘一 ”

<na 广
’一 ‘

)
·
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证毕
.

定理3 设 C
;

是长为4的圈
,

则当 k妻Zd 时

二
·

(e
‘ ,

*
,

‘) 一 4差

}
k 一
粤+ “

卜
: *
{
无一
丫+ “

卜
* (* 一 : J + 1 )

.

\ 0 1 、
·

J I

证 设 v (e
‘
)一 {八沼

,
e

,

D }
,

E (e
一
) ~ {八刀沼C

,

c D
,

D 八 }
.

不妨再设
: (A )一 。

, : (C )= i任

快 )
,

则有

(l) 若 i~ 0 , ‘ (B )
, ‘(D )可独立地从(k 一 Zd 十 l) 个数 d

,

d + 1
,

⋯
,
k 一 d 中选取

.

(2 ) 若 1成i簇Zd 一 l (或 k一 Zd + 1《i《k一 )
, c (B )

, c (D )可独立地从快 一Zd 一 i+ 1 )个数 i

+ d
, i+ d + 1

,

⋯
,

k 一 d (或从 (i 一 Zd + 1) 个数 d
,

d + 1
,

⋯
,

i一d )中选取
.

(3) 若Zd《i簇k一 Zd (当然
,

这仅当 k》4 d 才有可能
.

当 k < 4d
,

这种情况的选取方法数为

零 )
,

c( B )
,

c( D )可独立地从 d
,
d + 1

,

⋯
, i一 d ; i+ d ; , i+ d 十 1

,

⋯
,

k 一d 这 (k 一 4 d + 2) 个数中

选取
.

从而
,

使 c( A )一O的(k
,
d )

一

星染色方法数为
侧一 1 奋一 Zd

(k 一 Zd + l)
,

+ z习 (k 一 Zd 一 i + l)
,

+ 习(; 一 4己 + 2 ),

一 4

}
无一
丫+ “

{+
2
}
无一
州+ 3

卜
(是一 2己 + l)

.

\ 0 1 \ J I

证毕
.

2 星色函数的性质

定理4 若图 G 与 H 的交为 K
; ,

则

二
’

(G U H
,

k
,

d ) ~ 二
.

(G
,

k ,

d )二
’

(H
, k ,

d ) / k
.

证 设 V (G )门V (H )一 {v}
,

则 G U H 的每一种(k
,

d 卜星染色
c ,

导 出图 G 与 H 的(k
,

d )
-

星染色
: 1 ,

勺为

e ;
(u ) ~ c (u ) (u 任 V (G ) )

,

c :
(u ) = c (u ) (u 任 V (H ))

·

显然
, : :

(v )一 c :
(v )

·

反之
,

图 G 与 H 的 (k
,

d 卜星染色
‘; , ‘2

能以 自然方式组合成 G U H 的一种 (k
,

d)
一

星染色
,

当且仅当
‘ ; (v )一‘:

(v )
.

得证
.

推论1 设 T
,

是有
,
个点的树

,

则当 k ) Zd 时

丫 (T
, ,

k
,

d ) 一 k (k 一 Zd + 1 )
”一 1

.

推论 2 图 G 有割边
。 ,

图 G
一 e
的分支是 H

, ,

H
Z

则
‘ ,

~
, , 、

1
, ,

万 气行 一左 一a ) ~ 弓{一 又龙 一 艺4 一 1 少『
’

忍
(H

, ,

k ,

d )
· 汀 甘

(H
: ,

k
,

d )
.

定理 5 若图 G 存在 (k
,

d 卜星染色
,

则星色函数
二 ’

(G
,

后d )含 因式 k
,

即 k ~ 0是函数 二
.

(G
,

k
,

d )之一零点
.

证 若图 G 存在 (k
,

d)
一

星染色
,

把所有这些星染色如下分类
:

图 G 的(k
,

d )星染色
‘ . ,

勺属

同一类
,

当且仅当存在整数 t
,

使得对一切
u 任 V (G )

,

恒有
c ,

(u )三 c Z
(u )+ t(m o d k )

.

显然
,

这一

分类是等价分类
,

且任一非空类恰含图 C 的 k 个(k
,

d )
一

星染 色
.

从而
,

k 是星 色函数 二
’

(G
,

k,
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d) 的一个因式
.

证毕
.

推论 3 若图 G 有 t 个分支
,

则 k = 。是函数
二 ‘

(G
,
k

,

d )的至少 t 重的零点
.

从 V (G )到 (k )的映射
‘ ,

使得对一切
u v 〔E (G )

,

恒有 .
。(“ )一c( v )l 》d

,

映射
‘
称为是图 G

的一个 (k
,

d )
一

准星染色
.

图 G 的不同 (k
,

d )
一

准星染色的方法数记为 记 (G
,

k
,
d )

.

显然
,

图 G 的 (k
,

d 卜星染色必是准星染色
,

故 二
’

(G
,
k

,

d )成二,
(G

,

k
,

d )
.

图 G 的 (k
,

l )
一

准

星染色为正常染色
,

故 二
’

(G
,
k

,

1) ~ 记 (G
,

k
,

l) 是图 G 的色多项式
.

例1 设 C ‘
是长为4的圈

,

则

厅‘
(C

‘ ,
k

,

d )
一8

(
‘一

二
+ 2

)
+ 2

(
‘一

套
+ ’

)
+

s(
‘一

丫
+ 2

卜
4

(
‘ 一

誓
+ 2

卜s(
‘一

丫
+ 3

)
·

证 由图 c. 的任一 (k
,

d)
一

准星染色
,

如下导出 c. 的一个定气若训 任E (C. ), ‘(“ )> ‘ (, ),

则边
u v 以 u

为起点
,

。为终点
.

使 “
‘

仅有长为 , ”有向路”(k, ‘,
一

准 星 染 色 数是8

(
‘一

士
+ 2

)
+ 2

(
‘一

套
+ ‘

)
, 使 c

.

有

长”2的有向路但没有痴
3的有“路的准星染色数钊

‘一

丫
+ 2

卜(
‘一

管
+ 2

)
;
使 c

.

有

长为3的有“路 的准星染色数是8

(
‘一

丫
+ 3

)
·

证毕
·

定理 6 图 G V K
:

为图 G 与 K :
的联图

,

则 二
‘

(G V K , , k ,
d ) = k二

‘

(G
,

k一 Zd + 1
,
d )

.

证 设 V (K
:
)一。 , c

是图 G V K
I

的一个 (k
,

d 卜星染色
, c (v ) ~ 宕

,

对任何
u 任 V (G )

,

令
c ‘

(u ) 三
e (u )

’

一 (i + d ) (m o d k )
,

0 簇
c ‘(u ) 《 k 一 Zd

,

则 日是图 G 的一个(k 一 Zd + 1
,

d 卜准星染色
.

上述对应是图 G 的 (k 一 Zd + 1
,

d )
一

准星染色
c ;
与图 G V K

,

的使
‘ (v) 一i 的(k

,
d 卜星染色

c

的一一对应
.

得证
.

例2 设 W
‘

是有4条辐的轮图
,

则

二 (w
‘ , ‘

,

d ) 一 8 *

(
‘一

丫
+ 3

)
+ 2‘

(
‘一

誓
+ 2

)
+ 8*

(
‘一

丫
十 3

)
+ 4 *

(
‘一

管十
3

)
+ 8 *

(
‘一

丫
+ ‘

)
·

证 由例 1与定理 6立得
.

3 注记
.

由定理 1与推论 1可知
,

当 k / d ) X
’

(K
,

)或 X
’

(T
,

)时
,

星色函数
二 ’

(K
, ,

k
,

d) 与 二
’

(T
, ,

k
,

d) 均为 k 与 d 的多项式
;
但是

,

由定理 2与 3 , 二
’

(K
,

一。 ,

k
,

d )与 二
’

(C
‘, k ,

d )
,

当 k/ d 》X
‘

(K
,

一

e)
,

与 x’ (C
‘
)时

,

不是 k 与 d 的多项式
·

二
’

(K
,

一。 ,

k
,

d )在区域(,l 一 1)d 簇k < n d
, n d 簇k < (n 十 1 )d 与 k》 (n 十 1 )d 的每一个中均

为多项式
; 二 ‘

(C
‘ , k ,

d) 在区域2d 簇 k < 举 与 k) 4d 的每一个中均为多项式
·
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伺题 1 是 否对于每一个整数 t》X
’

(G )
, 二

.

(G
,

k
,

d) 在区域 td 簇 k < (t + l )d 中
,

都是多

项式?

问题2 若问题 1的回答是有肯定的
,

多项式系数有何图论意义 ?

由本文给出的一些图的星色函数
,

对推论 3可进一步提出
.

猜测1 图 G 有 t 个分支
,

则 k = O是函数 二
’

(G
,

k
,

d )的 t 重零点
.

问题3 寻找星色 函数的较为简单实用的递推式
.

这个问题的研究是十分重要的
.

熟知
、

寻找一般图的色多项式可借助于递推式
:

犷(G
,

k ) = 厅 (G 一 e ,
k ) 一 犷(G

· e ,

k )
,

其中
r 任E (G )

,

在定理 4
,

5 币仅给出特殊图类的星色函数递推式
,

因而一般图的星色函数的确

定依然是一个困难的间题
.
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