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几类极图谱半径序列的极限

田路路，宋海洲，汪秋分

（华侨大学 数学科学学院，福建 泉州３６２０２１）

摘要：　讨论几类极图谱半径序列的极限问题，给出狀个顶点的路犘狀 和回路犆狀 的拉普拉斯谱半径在狀递增

时的极限，以及在最大度为Δ的狀个顶点的树中、邻接谱半径最小的树和邻接谱半径最大的树的邻接谱半径

在Δ固定狀递增时的极限．
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１　预备知识

设犌＝（犞，犈）是具有狀个顶点和犿 条边的图
［１］．其中：犞 和犈 分别为犌 的顶点集和边集，｜犞｜＝

狀．犱狏犻表示犌 中顶点狏犻的度，Δ（犌）表示犌中顶点的最大度，即图犌的最大度．

记犌的邻接矩阵犃（犌）＝（犪犻，犼）狀×狀．其中：若（犻，犼）∈犈，则犪犻，犼＝１；否则，犪犻，犼＝０．矩阵犃（犌）的特征

值的模的最大值称为犌的邻接谱半径，记作ρ（犌）．

矩阵犔（犌）＝犇（犌）－犃（犌），为图犌的拉普拉斯矩阵，犇（犌）＝ｄｉａｇ（犱狏
１
，犱狏

２
，…，犱狏狀）．显然，犔（犌）为

半正定的，故犔（犌）的最大特征值等于犔（犌）的谱半径，记作μ（犌），称μ（犌）为犌的拉普拉斯谱半径．

令犜＝（犞，犈）是以犞 为顶点集的树．类似的，文中记树犜的邻接谱半径为ρ（犜），拉普拉斯谱半径

为μ（犜），Δ（犜）＝Δ为犜 的最大度．

２　基本定义及引理

定义１　若一个根树犜中的每个内部节点（即度大于１的节点）的度都为Δ，则称这个根树犜为满

Δ度树．

定义２　若一个根树犜是满Δ度树，且所有叶子有相同的深度，则称这种根树犜为完全满Δ度树．

定义３　若一个根树犜除了最右边位置上的一个或者几个叶子可能缺少外，它是丰满的，称它为

图１　最大度Δ的犜
ｍｉｎ
狀，Δ树

Ｆｉｇ．１　犜
ｍｉｎ
狀，Δｉｓａｔｒｅｅｗｉｔｈ

ｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｄｅｇｒｅｅΔ

几乎完全满Δ度树．即一个树犜或是完全满Δ度树或为另一个完全满

Δ树犜１ 去掉最右边的一个或几个叶子得到的子树，则称犜为几乎完全

满Δ度树．

引理１
［２］
　在最大度为Δ的狀个顶点的树中，图１中的树的邻接谱

半径最小．记此树为犜ｍｉｎ狀，Δ，其中狏犻（犻＝１，２，…，狀）为犜
ｍｉｎ
狀，Δ中的顶点．

引理２　在最大度为Δ的狀个顶点的树中，狀个顶点对应的几乎完

全满Δ度树是邻接谱半径最大的树，记为犜
ｍａｘ
狀，Δ．

引理３
［３］
　设犌是一个简单的连通图，犌＝（犞，犈），其中犞 为犌 的顶点集，｜犞｜＝狀，犈是犌 的边集，

且狑犞，狏∈犞，令犌′＝犌＋狏狑，则μ（犌′）≥μ（犌）．

引理４
［３］
　设犌是一个简单的连通图，犌＝（犞，犈），其中犞 为犌 的顶点集，｜犞｜＝狀，犈是犌 的边集，
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且狌∈犞，狏∈犞，但（狌，狏）犈，令犌′＝犌＋狌狏，则μ（犌′）≥μ（犌）．

　　引理５
［４］
　设犃是阶数为狀的非负矩阵，且有犚犻 ＝∑

狀

犼＝１

犪犻，犼，狉＝ ｍｉｎ
１≤犻≤狀

犚犻，犚＝ ｍａｘ
１≤犻≤狀

犚犻，则有狉≤

ρ（犃）≤犚．

引理６
［５］
　设犘狀 为狀个顶点的路，则犘狀 的邻接谱半径为ρ（犘狀）＝２ｃｏｓ

π
狀＋１

．

引理７
［６］
　设犜＝（犞，犈）为狀个顶点的树，犞 为犜 的顶点集，｜犞｜＝狀，且狌∈犞，狑犞，令犜′＝犜＋

图２　狀个顶点的犜 树

Ｆｉｇ．２　犜ｉｓａｔｒｅｅ

ｗｉｔｈ狀ｖｅｒｔｉｃｅｓ

狌狑，则ρ（犜′）＞ρ（犜）．

引理８
［４］
　设犜＝（犞，犈）为狀个顶点的树（图２），犞 为犜 的顶点集，则犜

的邻接谱半径ρ（犜）＝２．

引理９
［７］
　若根树犜是一个层数为犽的树（犜的层数犽定义为犜 的高度

加１），且根树犜的每一层顶点有相同度数，记犜的邻接矩阵为犃（犜）．犱犽－犼＋１

和狀犽－犼＋１分别表示根树犜的第犼（犼＝１，２，…，犽）层的度数和顶点数，其中狀犽＝

１．设犚犽 为对称三对角阵，有

犚犽 ＝

０ 犱２－槡 １ ０ … ０

犱２－槡 １ ０ 犱３－槡 １ 

０ 犱３－槡 １

 犱犽－１－槡 １ ０

犱犽－１－槡 １ ０ 犱犽－槡 １

０ … ０ 犱犽－槡

熿

燀

燄

燅１ ０

，

则犚犽 的最大特征值就是犃（犜）的最大特征值．

引理１０
［８］
　设犜＝（犞，犈）是一个根树，犞 为树犜 的顶点集，狏１∈犞，狏２∈犞 且狏∈犞，（狏，狏１）∈犈，（狏，

狏２）∈犈且犱狏
１
＝犱狏

２
＝１，令犜′＝犜－狏狏１＋狏２狏１，则ρ（犜）＞ρ（犜′）．

３　主要结果及证明

定理１　设犘狀＝（犞，犈）为含狀个顶点的一条路，如图３所示．记犔（犘狀）为犘狀 的拉普拉斯矩阵，则

当狀→＋∞时，犘狀 的拉普拉斯谱半径的极限为４．即ｌｉｍ
狀→＋∞

μ（犘狀）＝４．

证明　首先证明ｌｉｍ
狀→＋∞

μ（犘狀）的存在性．

设狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）′为相对于谱半径μ（犘狀）的单位特征向量，狓犻对应于顶点狏犻（１≤犻≤狀）．由于有

μ（犘狀）＝ｍａｘ
‖狓‖＝１

狓′犔（犘狀）狓＝ ∑
（犻，犼）∈犈（犘狀

）

（狓犻－狓犼）
２
≤

２∑
犻∈犞（犘狀

）

狓２犻 －２ ∑
（犻，犼）∈犈（犘狀

）

狓犻狓犼≤２＋ ∑
（犻，犼）∈犈（犘狀

）

（狓２犻 ＋狓
２
犼）≤４．

图３　狀个顶点的犘狀 路

Ｆｉｇ．３　犘狀ｉｓａｐａｔｈｗｉｔｈ狀ｖｅｒｔｉｃｅｓ

　　又由引理３可知：μ（犘狀）≤μ（犘狀＋１），因此ｌｉｍ
狀→＋∞

μ（犘狀）存在．

另一方面，取狓犻＝
（－１）犻

槡狀
，则有‖狓‖＝１，且有

狓′犔（犘狀）狓＝ （
２

槡狀
）２（狀－１）＝４－

４

狀
，

从而有４－
４

狀
≤μ（犘狀）≤４，而ｌｉｍ

狀→＋∞

（４－
４

狀
）＝４．因此ｌｉｍ

狀→＋∞
μ（犘狀）＝４．

定理２　设犆狀＝（犞，犈）为含狀个顶点的一条回路（图４），且犆狀 中的每一个顶点的度为２，记犔（犆狀）

为犆狀 的拉普拉斯矩阵，则当狀→＋∞时，犆狀 的拉普拉斯谱半径的极限为４，即ｌｉｍ
狀→＋∞

μ（犆狀）＝４．

证明　由引理４可知μ（犆狀）≥μ（犘狀），其中犘狀 为对应含狀个顶点的一条路，犘狀 如图（３）所示．

设狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）′为对应于谱半径μ（犆狀）的单位特征向量，其中狓犻对应于顶点狏犻（１≤犻≤狀）．
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图４　狀个顶点的犆狀 回路

Ｆｉｇ．４　犆狀ｉｓａｌｏｏｐ

ｗｉｔｈ狀ｖｅｒｔｉｃｅｓ

由于有

（犆狀）＝ ｍａｘ
‖狓‖＝１

狓′犔（犆狀）狓＝ ∑
（犻，犼）∈犈（犆狀

）

（狓犻－狓犼）
２
＝

２∑
犻∈犞（犆狀

）

狓２犻 －２ ∑
（犻，犼）∈犈（犆狀

）

狓犻狓犼≤２＋ ∑
（犻，犼）∈犈（犘狀

）

（狓２犻 ＋狓
２
犼）≤４．

又因为有ｌｉｍ
狀→＋∞

μ（狆狀）＝４．因此，ｌｉｍ
狀→＋∞

μ（犆狀）＝４成立．

定理３　在最大度为Δ 的狀 个顶点的树中，记邻接谱半径最小的树为

犜ｍｉｎ狀，Δ．当Δ＝２，ｌｉｍ
狀→＋∞

ρ（犜
ｍｉｎ
狀，Δ）＝２；而当Δ≥３，则ｌｉｍ

狀→＋∞
ρ（犜

ｍｉｎ
狀，Δ）＝

Δ－１

Δ槡 －２
．

证明　当Δ＝２时，由引理６可得

ｌｉｍ
狀→＋∞

ρ（犜
ｍｉｎ
狀，Δ）＝ｌｉｍ

狀→＋∞
ρ（犘狀）＝ｌｉｍ

狀→＋∞
２ｃｏｓ

π
狀＋（ ）１ ＝２．

　　因此，当Δ＝２时，ｌｉｍ
狀→＋∞

ρ（犜
ｍｉｎ
狀，Δ）＝２．

当Δ≥３时，可以分为Δ＝３和Δ≥４两种情形进行讨论．

图５　Δ＝３的犜
ｍｉｎ
狀，Δ树　　　　　　　图６　犜′树

Ｆｉｇ．５　犜
ｍｉｎ
狀，Δｉｓａｔｒｅｅｗｉｔｈ Ｆｉｇ．６　犜′ｉｓａｔｒｅｅ

ｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｄｅｇｒｅｅΔ＝３　　　　　　　　　　　　

情形１　当Δ＝３时，由引理１可设树犜
ｍｉｎ
狀，Δ

（图５）的顶点集为犞，且狏犻∈犞（犻＝１，２，…，狀），

又设狑犞，令犜′＝犜＋狏２狑，犜′如图６所示．

由引理７，８可知，ρ（犜
ｍｉｎ
狀，Δ）＜ρ（犜′）＝２．

同样的，由引理１０可知，ρ（犜
ｍｉｎ
狀，３）＞ρ（犘狀）；

由引理６可知，ρ（犘狀）＝２ｃｏｓ
π
狀＋１

．由于有

ｌｉｍ
狀→＋∞

ρ（犘狀）＝ｌｉｍ
狀→＋∞

２ｃｏｓ
π

狀＋（ ）１ ＝２，
故有ｌｉｍ

狀→＋∞
ρ（犜

ｍｉｎ
狀，Δ）＝２．即当Δ＝３时，ｌｉｍ

狀→＋∞
ρ（犜

ｍｉｎ
狀，Δ）＝

Δ－１

Δ槡 －２
．

情形２　当Δ≥４时，由引理１可设树犜
ｍｉｎ
狀，Δ（图７），其中狏犻∈犞（犻＝１，２，…，狀）为犜

ｍｉｎ
狀，Δ中的顶点．

图７　Δ≥４的犜
ｍｉｎ
狀，Δ树

Ｆｉｇ．７　犜
ｍｉｎ
狀，Δｉｓａｔｒｅｅｗｉｔｈ

ｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｄｅｇｒｅｅΔ≥４

为了方便起见，下面的证明过程中，用犜来表示犜ｍｉｎ
狀，Δ，ρ狀 来表示

犜ｍｉｎ
狀，Δ的邻接谱半径ρ（犜

ｍｉｎ
狀，Δ）．

设狓为犜 对应于ρ狀 的正的特征向量，记狓犻 为狓中对应于点ｖｉ

的分量，Ｔ中与点ｖｉ相邻点的集合为ＮＴ（ｖｉ）．由于有

ρ狀狓犻 ＝ ∑
狏
犼∈犖犜

（狏犻
）

狓犼，

由此可得

ρ狀狓１ ＝狓２，　　ρ狀狓２ ＝狓１＋狓３，…，　　

ρ狀狓狀－Δ ＝狓狀－Δ－１＋狓狀－Δ＋１，　　ρ狀狓狀－Δ＋１ ＝
Δ－１

ρ狀
狓狀－Δ＋１＋狓狀－Δ，

ρ狀狓犼 ＝狓狀－Δ＋１，　　狀－Δ＋２≤犼≤狀．

　　令ｘ０＝０，ｘ１＝１，由上面给出的一些等式可得

狓狋＋１ ＝ρ狀狓狋－狓狋－１，　　１≤狋≤狀－Δ，

ρ狀狓狀－Δ＋１ ＝
Δ－１

ρ狀
狓狀－Δ＋１＋狓狀－Δ，

狓犼 ＝
１

ρ狀
狓狀－Δ＋１，　　狀－Δ＋２≤犼≤狀．

由ｘｔ＋１＝ρｎｘｔ－ｘｔ－１（１≤ｔ≤ｎ－Δ）可知，它的特征方程为λ
２＝ρｎλ－１，可得其解为

λ１ ＝ρ
狀＋ ρ狀－槡 ４

２
，

λ２ ＝ρ
狀－ ρ狀－槡 ４

２
，
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则其通解为

狓狋＝犮１λ
狋
１＋犮２λ

狋
２，　　１≤狋≤狀－Δ＋１．

其中：ｃ１，ｃ２ 为常数．

由于ρｎｘｎ－Δ＋１＝
Δ－１

ρｎ
ｘｎ－Δ＋１＋ｘｎ－Δ，因此ρｎ－

Δ－１

ρｎ
＝
ｘｎ－Δ
ｘｎ－Δ＋１

．分别将ｘｎ－Δ和ｘｎ－Δ＋１代入，可得

ρ狀－
Δ－１

ρ狀
＝
犮１λ

狀－Δ
１ ＋犮２λ

狀－Δ
２

犮１λ
狀－Δ＋１
１ ＋犮２λ

狀－Δ＋１
２

．

　　由于易知在Δ固定ｎ递增时ρｎ单调递增，且ρｎ有界，因此犾犻犿
ｎ→＋∞

ρｎ存在．

设ρｎ的极限为ｒ，对上式两边取极限可得

γ－
Δ－１

γ
＝ｌｉｍ

狀→＋∞

犮１λ
狀－Δ
１ ＋犮２λ

狀－Δ
２

犮１λ
狀－Δ＋１
１ ＋犮２λ

狀－Δ＋１（ ）
２

．

由于λ１＝ρ
ｎ＋ ρｎ槡 －４

２
，且λ２＝ρ

ｎ－ ρｎ槡 －４

２
，代入可得

狉－
Δ－１
狉

＝ｌｉｍ
狀→＋∞

１

λ１
＝ｌｉｍ

狀→＋∞
λ２，

即可得ｒ－
Δ－１

ｒ
＝
ｒ－ ｒ２槡 －４

２
，解得ｒ＝

Δ－１

Δ槡 －２
．因此当Δ≥４时，犾犻犿

ｎ→＋∞
ρｎ＝

Δ－１

Δ槡 －２
．

综上所述，当Δ≥３时，犾犻犿
ｎ→＋∞

ρｎ＝
Δ－１

Δ槡 －２
．定理３得证．

定理４　设Ｔ
犿犪狓
ｎ，Δ是在最大度为Δ的ｎ个顶点的树中邻接谱半径最大的树，记ρ（Ｔ

犿犪狓
ｎ，Δ）为Ｔ

犿犪狓
ｎ，Δ的邻

接谱半径，则犾犻犿
ｎ→＋∞

ρ（Ｔ
犿犪狓
ｎ，Δ）＝２ Δ槡 －１．

证明　容易知道ρ（Ｔ
犿犪狓
ｎ，Δ）有界，且当Δ固定ｎ递增时ρ（Ｔ

犿犪狓
ｎ，Δ）单调上升，因此犾犻犿

ｎ→＋∞
ρ（Ｔ

犿犪狓
ｎ，Δ）存在．取

｛ρ（Ｔ
犿犪狓
ｎ，Δ）｝中的子序列｛ρ（Ｔ

犿犪狓
ｔ
ｋ
，Δ）｝，其ｔｋ＝

Δ（（Δ－１）
ｋ－１－１）

Δ－２
＋１，ｋ＝２ｍ＋１．

由引理２可知，Ｔ犿犪狓ｔ
ｋ
，Δ为最大度为Δ的ｔｋ个顶点的几乎完全满Δ度树，又因ｔｋ＝

Δ（（Δ－１）
ｋ－１－１）

Δ－２

＋１，故Ｔ犿犪狓ｔ
ｋ
，Δ为最大度为Δ的ｔｋ个顶点的ｋ层完全满Δ度树（其中层数ｋ等于树的高度加１）．

记树Ｔ犿犪狓ｔ
ｋ
，Δ的邻接谱半径为ρ（Ｔ

犿犪狓
ｔ
ｋ
，Δ），由引理９可知犚犽 的最大特征值为犜

ｍａｘ
狋犽
，Δ的邻接谱半径ρ

（犜ｍａｘ狋犽，Δ），其中犚犽 为引理９中定义的对称三对角阵，记犚犽 的最大特征值为ρ（犚犽）．

下面计算当Δ固定狀→＋∞，即Δ固定犽→＋∞时，ρ（犜
ｍａｘ
狋犽
，Δ）的极限．

由于犚犽 的最大特征值为犜
ｍａｘ
狋犽
，Δ的邻接谱半径ρ（犜

ｍａｘ
狋犽
，Δ），有ρ（犜

ｍａｘ
狋犽
，Δ）＝ρ（犚犽），且有

犚犽 ＝

０ 狊 ０ … ０

狊 ０ 狊 

０ 狊

 狊 ０

狊 ０ 狋

０ … ０ 狋

熿

燀

燄

燅０ 犽×犽

．

其中：狊＝ Δ槡 －１；狋＝槡Δ．因此，令犅犽＝

０ 狊 ０ … ０

狊 ０ 狊 

０ 狊

 狊 ０

狊 ０ 狊

０ … ０ 狊

熿

燀

燄

燅０ 犽×犽

，记犅犽 的最大特征值为ρ（犅犽），则

有ρ（犚犽）≥ρ（犅犽），即ρ（犜
ｍａｘ
狋犽
，Δ）＝ρ（犚犽）≥ρ（犅犽）．
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由于犅犽＝狊

０ １ ０ … ０

１ ０ １ 

０ １

 １ ０

１ ０ １

０ …

熿

燀

燄

燅０ １ ０ 犽×犽

，令犆犽＝

０ １ ０ … ０

１ ０ １ 

０ １

 １ ０

１ ０ １

０ …

熿

燀

燄

燅０ １ ０ 犽×犽

，记犆犽 的最大特征

值为ρ（犆犽），可得ρ（犅犽）＝狊ρ（犆犽），其中狊＝ Δ槡 －１．由文献［９］可知：ρ（犜
ｍａｘ
狋犽
，Δ）＜２ Δ槡 －１，则２ Δ槡 －１＞

ρ（犜
ｍａｘ
狋犽
，Δ）＝ρ（犚犽）≥ρ（犅犽）＝狊ρ（犆犽）．

令犇犽 为犽阶的对角矩阵，且有犇犽＝ｄｉａｇ（狉１，…，狉犿，狉犿＋１，狉犿，…，狉１）．其中：狉狇＝狇－
狇（狇－１）

２
ε（狇＝１，

２，…，犿＋１），ε＝
１

２

（犽＋１）Δ－２犽

（犽－１）（
２＋犽
２
Δ－犽）

＞０，因此有

ε＝
１

２

（犽＋１）Δ－２犽

（犽－１）（
２＋犽
２
Δ－犽）

＝
２

（犽－１）
（犽＋１）Δ－２犽

４（
２＋犽
２
Δ－犽）

＝
２

（犽－１）
犽（Δ－２）＋Δ
２犽（Δ－２）＋４Δ

＜
２

犽－１
．

即０＜ε＜
２

犽－１
．

由于犽＝２犿＋１，故可得０＜ε＜
２

犽－１
≤
２

狇－１
（狇＝１，２，…，犿＋１）．又由狉狇＝狇－

狇（狇－１）

２
ε（狇＝１，２，…，

犿＋１），可得狉狇＞１（狇＝２，３，…，犿＋１），且狉１＝１．

令犽阶矩阵犉犽＝犇
－１
犽 犆犽犇犽，则有矩阵犉犽 与矩阵犆犽 相似，即矩阵犉犽 与矩阵犆犽 有相同的特征值．记

犉犽＝（犳犻，犼）（犻，犼＝１，２，…，２犿＋１），则其中犉犽 的行和可表示为犳犻 ＝∑
２犿＋１

犼＝１

犳犻，犼 ．记犳＝（犳１，犳２，…，犳２犿＋１）′，

由于犉犽＝犇
－１
犽 犆犽犇犽，因此可得

犳＝ （
狉２
狉１
，狉１＋狉３
狉２

，…，狉犿－１＋狉犿＋１
狉犿

，２狉犿
狉犿＋１

，狉犿－１＋狉犿＋１
狉犿

，…，狉１＋狉３
狉２

，狉２
狉１
）′．

　　由于狉狇＝狇－
狇（狇－１）

２
ε（狇＝１，２，…，犿＋１），分别将狉狇（狇＝１，２，…，犿＋１）代入上式，可得

犳＝ （２－ε，２－
ε
狉犿
，…，２－

ε
狉犿
，２狉犿
狉犿＋１

，２－
ε
狉犿
，…，２－

ε
狉２
，２－ε）′．

　　记犉犽 的最大特征值为ρ（犉犽），由引理５可知，ρ（犉犽）大于等于犉犽 的最小行和，因此讨论犉犽 的最小

行和的极限．

由于狉狇＞１（狇＝２，３，…，犿＋１），且狉１＝１，因此有２－
ε
狉狆
≥２－ε（狆＝１，２，…，犿），即犉犽 的行和犳犻≥

２－ε（１，２，…，犿，犿＋２，…，２犿，２犿＋１）．而由ε＝
１

２

（犽＋１）Δ－２犽

（犽－１）（
２＋犽
２
Δ－犽）

可得

ｌｉｍ
犽→＋∞

ε＝ｌｉｍ
犽→＋∞

１

２

（犽＋１）Δ－２犽

（犽－１）（
２＋犽
２
Δ－犽

烄

烆

烌

烎
）＝０．

　　由犽＝２犿＋１，可知犽→＋∞时，犿→＋∞．因此有

ｌｉｍ
犽→＋∞

犳犻＝ ｌｉｍ
犿→＋∞

犳犻≥ ｌｉｍ
犿→＋∞

（２－ε）＝２，　　犻＝１，２，…，犿，犿＋２，…，２犿，２犿＋１．

　　由于有ｌｉｍ
犽→＋∞

犳犿＋１＝ｌｉｍ
犽→＋∞

２狉犿
狉犿＋１

＝ｌｉｍ
犿→＋∞

２狉犿
狉犿＋１

，因此有狉狇＝狇－
狇（狇－１）

２
ε（狇＝１，２，…，犿＋１），故可得

２狉犿
狉犿＋１

＝２
犿

犿＋１

１－
犿－１
２
ε

１－
犿－１
２
ε－

ε

烄

烆

烌

烎２

．
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而且，由于有ε＝
１

２

（犽＋１）Δ－２犽

（犽－１）（
２＋犽
２
Δ－犽）

，所以可以得到

１－
犿－１
２
ε＝１－

犿－１
２

（２犿＋２）Δ－（２犿＋１）

４犿（
２＋２犿＋１

２
Δ－（２犿＋１））

＝１－
（Δ－２）犿

２
＋犿＋１－Δ

（４Δ－２）犿
２
＋（Δ＋１）犿

．

又由于ｌｉｍ
犿→＋∞

（１－
犿－１
２
ε）＝１，因此有

ｌｉｍ
犽→＋∞

２狉犿
狉犿＋１

＝ ｌｉｍ
犿→＋∞

２狉犿
狉犿＋１

＝ ｌｉｍ
犿→＋∞

２
犿

犿＋１

１－
犿－１
２
ε

１－
犿－１
２
ε－

ε

烄

烆

烌

烎２

＝２．

即ｌｉｍ
犽→＋∞

犳犿＋１＝ｌｉｍ
犿→＋∞

犳犿＋１＝２．

综上所述，可得ｌｉｍ
犽→＋∞

犳犻＝ｌｉｍ
犿→＋∞

犳犻≥２（犻＝１，２，…，２犿＋１）．由于犉犽 与犆犽 有相同的特征值，从而有

ｌｉｍ
犽→＋∞

ρ（犆犽）＝ｌｉｍ
犽→＋∞

ρ（犉犽）≥２．又由引理５可知ｌｉｍ
犽→＋∞

ρ（犆犽）≤２，故ｌｉｍ
犽→＋∞

ρ（犆犽）＝２．

由于有ρ（犅犽）＝狊ρ（犆犽），狊＝ Δ槡 －１，且ρ（犜
ｍａｘ
狋犽
，Δ）＝ρ（犚犽）≥ρ（犅犽），因此有ｌｉｍ

犽→＋∞
ρ（犚犽）≥ｌｉｍ

犽→＋∞
ρ（犅犽）＝

２狊＝２ Δ槡 －１．又由于ρ（犚犽）＝ρ（犜
ｍａｘ
狋犽
，Δ）＜２ Δ槡 －１，从而有ｌｉｍ

犽→＋∞
ρ（犜

ｍａｘ
狋犽
，Δ）＝２ Δ槡 －１，即 ｌｉｍ

狀→＋∞
ρ（犜

ｍａｘ
狀，Δ）＝

２ Δ槡 －１．
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