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摘要：在本文中，我们研究了一个带变系数的耦合的修正KdV方程的非线性波解，利用F-展开法获得了它的多种非线性波解，这些解包括孤立波解，扭波解（反扭波解），爆破解和周期爆破解.人们已经知道，修正KdV方程具有扭波解（反扭波解），而对于KdV方程，却未得到.事实上，我们发现，这个结果也可以拓展到带变系数的耦合的修正KdV方程和带变系数的耦合的KdV方程.
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Nonlinear Wave Solutions for a Coupled Modified KdV Equation with Variable Coefficients

Abstract: In this paper, we study a coupled modified KdV equation with variable coefficients and obtain multifarious explicit nonlinear wave solutions, which include solitary wave solutions, kink (or antikink) wave solutions, blow-up solutions and periodic blow-up solutions, via exploiting F-expansion method. One has known that modified KdV equation possesses kink (or antikink) wave solutions, while, for KdV equation, kink (or antikink) wave solutions have not been obtained. In fact, we find that this result can also be extended to the coupled KdV and modified KdV equation with variable coefficients.
Key words: Coupled modified KdV equation; Variable coefficients; F-expansion method; Kink (or antikink) wave solutions; Solitary wave solutions
1. 引言

自从著名的KdV方程[1]
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被引入后，它及其变体得到了人们的广泛关注.KdV方程(1)首先被推广为修正KdV(mKdV)方程[2,3]
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进一步为高阶KdV方程[4]
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甚至为耦合的KdV方程[5]
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最近，带变系数的非线性微分方程[6,7]引起了人们的广泛关注. 例如，文献[6]研究了如下的带变系数的KdV方程
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文献[8]进一步把方程(5)拓展成如下的带变系数的修正KdV方程
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且文献[9]通过一些新的变换进一步研究过方程(6).

此外，文献[10]引入了如下的一个带变系数的耦合的KdV方程
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其中
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满足一定的条件.

从把KdV方程(1)拓展成mKdV方程(2)的角度来看，我们考虑把方程(7)拓展成如下的带变系数的耦合的修正KdV方程
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其中
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的函数，并且假定它们满足下面的条件
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其中
[image: image15.wmf]s

和
[image: image16.wmf]k

都是常数.

    本文的目的是研究方程(8)的非线性波解.首先，我们将F-展开法应用于方程(8)，并获得了方程(8)的各种Jacobian椭圆函数形式的解.然后，通过取Jacobian椭圆函数的极限，获得了它的各种形式的非线性波解，这些解包括孤立波解，扭波解（反扭波解），爆破解和周期爆破解等等.分析发现，带变系数的耦合的修正KdV方程(8)的大部分解形式上都跟带变系数的耦合的KdV方程(7)的解类似，但是，方程(8)具有扭波解（反扭波解），而对于方程(7)，却未获得，这种情形与mKdV方程和KdV方程的情形相类似.

2. 应用F-展开法求解方程(8)
在这一节中，我们利用F-展开法的思想来获得方程(8)的非线性波解，过程如下.

对方程(8)作替换
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假定
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其中
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满足一阶常微分方程
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由(13)，得到
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把(11)和(12)代入(10)中，并考虑到关系式(14)，根据
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把(15)和(16)代入(10)中，并利用关系式(13)与(14)，得到
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从(15)和(16)消去
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方程组(19)在条件(9)下的解如下

                                     
[image: image41.wmf],

0

0

0

=

=

b

a

                                     (20)
                          
[image: image42.wmf].

,

6

1

1

4

2

1

a

b

q

a

s

kl

=

-

±

=

                               (21)

此外，有
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其中
[image: image44.wmf]c

是任意常数.
把(20)和(21)代入(15)和(16)，得到方程(8)的一般形式的解
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其中
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   注1对于(11)和(12)，我们也尝试过更一般的表达式，即令
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然而,得到了同样的表达式(15)和(16).

3. 方程(8)的非线性波解
根据F-展开法与方程(13)，如果
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可以通过Jacobian椭圆函数来表示，这些结果列在表1中. 从表1的最后两列，即当Jacobian椭圆函数的模量(modulus)
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的极限,获得了方程(8)的多种形式的非线性波解，这些结果放在如下的定理中.

定理1：方程(8)有各种形式的非线性波解，且解的显式表达式如下：

(1) 孤立波解
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其中
[image: image57.wmf])

(

t

m

在(22)可给出，
[image: image58.wmf]1

,

1

4

2

-

=

=

q

q

.
(2) 扭波解（反扭波解）
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其中
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(3) 爆破解
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其中
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其中
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(4) 周期爆破解
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其中
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其中
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其中
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证明:由(23)和表1，我们很容易证明定理1.

注2 由定理1，方程(8)具有扭波解（反扭波解）(25),而方程(7)却未找到这样的解[10]，类似的结果也在KdV方程和mKdV方程中出现.

表1 常微分方程
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4. 结束语
本文利用F-展开法获得了一个带变系数的耦合的修正KdV方程,即方程(8)的多种非线性波解.这些解包括孤立波解，扭波解（反扭波解），爆破解和周期爆破解. 文献[3]利用微分方程定性理论与动力系统分支方法[11-17]研究KdV方程和mKdV方程，并发现mKdV方程具有扭波解（反扭波解），而KdV方程却未找到.因此，进一步核查方程(8)的解和方程(7)的解，我们发现，虽然它们的大部分解是相同类型的，但同样的，方程(8)具有扭波解（反扭波解）,而方程(7)却未找到这样的解.
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