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摘 要

{二文给出解两类特殊的 一对角线性方程组 的一种新方法
,

这类线性方程组常在数值解微分方

汽时出现
.

木算法的基础是求矩阵逆的著名的秩一修正法
,

数值例 子表明该算法是有效的
.

引 言

近年来
,

由于解决实际问题的需要
,

研究解特殊的三对角线性方程组的方法颇为人们所

兴趣
.

虽然一般的三对角线性方程组可用普通追赶法【‘了求解
,

但它不能充分地利用某些特 殊

的三对角线性方程组的特殊性质
.

文 [2 一 ”] 考虑了求解下列特殊三对角线性方程组
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的各种快速近似追赶法
。

本文考虑另外两类特殊的三对角线性方程组的解法
.

这两类形为 ( 1
.

1 ) 的三对角 线 性

方程组的系数矩阵 A 具有如下的特殊形式
:
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其中 b : > 0 ,
乙: > o ,

它们在数值解微分方程时经常遇到
.

基于求矩阵的逆的著名的秩一修正

法 t6. ”
。

本文提出解这两类线性方程组的修正追赶法
,

它能充分利用系数矩阵各对角元 均 相

等 (或至多头尾两对角元不相等 ) 这一特殊性质
。

数值例子表明这个算法是有效的
,

而计算

机时比普通追赶法还少
.

不失一般性
,

设 西> O ,

用系数矩阵的元为系数的二次方程
之2 一 b之 + a e 二 0
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,

需要如下的引理 〔即秩一算法 )
。
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它也可在〔6〕或〔7〕中找到
,

这是我们算法的主要依据
。

由此
,

易得如下基本定理
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由引理
,

立即得本定理的结论
.
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。
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,
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算法 l.
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.
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,

其 误
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.
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。

从而得到算法 1 的一个修正算法

算法 2 ( 设计算的允许误差限为
。 )
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三
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万i = d i

y、 = 成一刀万
*一 ;

( k = 2 , 3,

⋯
, n )

( 2 。 1 )



解两类特殊三对角线性方程组的修正追赶法 1 9 8 4年

为解 ( 1
。

18 ) 需要如下定理
。

定理 a 若系数矩阵 A 。严格对角占优
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叽
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叽

一 ‘g 笋 一 (刀, + d
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.

定理 4 若系数矩阵 A , 严格对角 占优
,

且 b > O,
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,
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则 ( 1
.
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。
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:
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。一 ; ( k = 2 , 3,

⋯
, , )

n )
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}介 一 熟 } 二

i 一 (刀? )卜 h
.

(刀, )
’ 一几 {

—
万 ~

.

—
- 州卜

-
二下 ~ ~

于

—
l

土 一 户下 1 十 0 2 ! , 。 , ‘ _ ,

二 , .

一 i五刀刃不
i )一硬刀刃示

1

豆 万一
~

一 ⋯
’
‘p l” 一

川
工‘ ,

—

—
石 - -

—
〕~

—

—
「

一
一

.

一 ~ 下丁- - - , l

1 一 卢y l + d Z
口y + d 1 1

}一
万

一二一
-

卫 土九少
罕(迢凶二迄孚军尽妙廿华一

_1 ( 1 一 卢下) ( 1 + d Z ) + Ll + d : 一 d Z ( 口下) “ 一 工
一 (卢丫) “」(卢下 + d l )

.

( l刀夕j+ d : )
一

}刀I‘
一 ‘·

I }牙
1

1
1 + 2侈: + J刀, }

( 工一 1刀下! ) ( 1 + d Z }刀, 卜 乙
1 )

·

,刀l吞
一 ’ ·

I牙;

} ( 3。 1 1 )一、产

由此可得解 ( 1 .

8b ) 〔等价地解具系数矩阵 ( 1 .

5b ) 的三对角线性方程组 ( 1 .

1 ) 〕魄

算法 3 的修正法
.

算法 4
。

按 ( 1 .

7 ) 及 ( 1 。 11 ) 计算
a ,

刀
, 下,

占
1 , d Z , d * ( k = 1 , 2 ,

⋯
,

解 ( 1 . 17 ) 得 夕* ( k = 1 , 2 ,
⋯

, n )

解 U ‘云 二 g 得 牙* ( k 二 : , n 一 1 ,
⋯

, 2 , 1 )

对满足

¹º¼»

( 1一 !刀, }) ( 1 + 占2 )

[ 1 + 2占2 + }刀, 1〕
·

( 6 ; + }刀? }) }云
;

}

的 k 按
x = 牙一 r 恋t白 计算 ( 1 .

8 b ) 的解
,

}‘
n l刀I }

其余的 k 取 介 = 熟
.

+ 1

忍一n一

夕K

四
、

数 值 例 子

例 1
。

对常微方程边值问题

⋯‘
’ 一 ‘ “ 一 ( 1 + “ , ) 5 in ‘t ( 0 < t < 1 )

{ x 产 ( 0 ) 一 “ ,

’、 X ( l ) = 0

( 4。 1 )

( 4。

2 )

取步长 h = l

l的
等分区间〔O

,

月芷按下述方法离散化

x ‘+ z 一 ( 2 + hZ )x ‘+ x ‘一 I _

h2
一 ( l + 汀 2 ) 5 i n 丝二

10 0
( i = 0 , 1 ,

n )

9 9 ) ( 4。 3 )

X l 一 X 一 1

2h

xl ao = 0
( 4。 4 )

沪r
.

l|1
.

!|l、
、

于是得差分方程组



招 解两类特殊三对角线性方程组的修正追赶法
、

1 9 8 4年

一 2刀 h

”’“ + 二”S ‘n
一

俞

0,lXX2 + h Z 一 2 \

一 1 2 + h
Z 一 1

\ \ \
\ \ \
一 1 2 + h Z 一 I J

{

一 1 2 + 人2

( 4
。

5 )

尤。O

*
2
、, + 二 2 )s *n

蛊)

其系数矩阵为 A a 型
,

其中
a = 一 1 , 。 = 一 z ,

b = 2 + h , ,

f。 = 一 2 二h
,

f
‘ = h含(1 + 二 2 )S in

2 兀

1 0 0

( i 二 1
, 2 ,

⋯
, 9 9 )

.

边值 j司题 ( 4
.

1 )
、

( 4
.

2 ) 的真解为 x = S in 二 t
.

现将按算法 2 解差

分方程组 ( 4
.

5 ) 所得近似解与边值问题 ( 4
.

1 )
、

( 4
.

2 ) 的真解在相应的网格点上 的 值列

表比较如表 1 所示
。

例 2
。

对常微分方程边值问题

xl, 一 二 = 一 (1 十 汀 2 一

)s
in

一

叮 (帐拭
l

4
’

2

x (O) = O

x (1 ) = 1

( 4
。

6 )

( 4
。

7 )

在 [ O
, 1〕上采用如下网格

x ‘* z 一 Z x ‘+ x
: 一 l

h
2

二 (、一

;
)h

,
* · 、

言
。 进行离散化

:

- X 、 = 一 ‘ , +
一

了
一

) S ‘·

借
、一

“
二 1 , 2 ,

·

⋯ ‘。。)

x o + x l

2

x 1 0 0 + x x o i

2

( 4
。

9 )

二 1

即

3 + hZ 一 l X l

h
Z
(1 +

2 、 。
.

兀h
一 , 〕 I n —

-

4

兀 2

一 1 2 + hZ

\
人

2
(1 +

汀2
) 5 in

旦4 4

砂一4护
一4

肠:
····

⋯⋯

!
一

一
!
.

!1
.1

--l、、
、

\
2 + hZ

一 1

一 1

3 + hZ

X 9 9

万 1 0 0

h , ( 1 +

hZ (1
一

卜

‘

、、、

、、
,

、、
、

一

一

) 5 in
1 9 9万h

4

⋯
( 4

一

+ 2 夕

其系数矩阵为 A 。型
,

其中

a = 一 1
,

f‘= hZ(1 +

c 二 一 z 一 b = 2 + h
Z ,

b
一 = i ,

b
Z 二 1 -

亡 ) 5 in

4

= hZ ( 1 + 二
‘
一 ) 5 11 1

4

汀 2

2 1一 1

4

1 9 9兀h

4

汀h ( i 二 1 ,
2

,
⋯

,
9 9 )

+ 2 ,

边值伺题 ( 4
.

6 )
、

( 4
。

7 ) 的真解为
x 二 S in

_

娜
2

。

现将按算法 4 解差分方程组 ( 4
.

10 ) 所

得边似解与边值问题 ( 4
.

6 )
、

( 4
.

7 ) 的真解在相应网格点上的值列表 比较如表 2 所示
.
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表 1 按算法 2 计算 ( 4
.

5 ) 的近似解与 ( 4
.

1 )
、

( 4
.

2 )的真解比较

节 点
按 算 法 2

计算 ( 4
.

5 )

的 近 似 解

( 4
。

l ) 一
( 4

.

2 )
-

的 真 解 !

{

0
。

3 0 9 0 1 3
’ 一 0

。

0 0 0 16 0

0
.

5 s7 7 a 5 { 一 0
.

0 0 0 2 1 2
_

0
.

8 0 9 0 18 1 一 0
.

0 00 0 7 3

0
。

9 5 10 5 7 一 一 0
。

0 0 0 0 4 0

根对 误 差

0
。

3 0 8 8 5 3

0
。

5 8 7 6 7 3

0
。

8 0 8 9 4 5

0
。

9 5 1 0 1 7

0
。

9 9 9 9 8 5

0
。

9 5 10 5 7

0
。

8 0 8 9 0 3

0
。

5 8 7 7 9 4

0
。

3 0 9 9 2 2

1
。
0 0 0 0 0 0

0
。

9 5 10 5 5

0
。

8 0 9 0 1 4

0
。

5 8 7 7 8 0

0
。

3 0 9 9 1 1

一 0
。

0 0 0 0 15

+ 0
。

0 0 0 0 0 2
+ 0

。

0 0 0 0 11

+ 0
。

0 0 0 0 14

+ 0
。

0 0 0 0 12

一 0
。

00 0 5 18

一 0
。

0 0 0 19 1

一 0
。

0 0 0 0 9 0

一 0
。

00 00 4 2

一 0
。

0 0 0 0 15

+ 0
。

0 0 0 0 0 2

+ 0
。

0 0 0 0 1 4

+ 0
。

0 Q0 0 2 4

+ 0
。

0 0 0 0 3 9

00on目OC
�on��日1勺‘口口浦叶亡口6�了nog

表 2 按算法 4 计算 (
一

工
.

10 ) 的近似解与 ( 4
.

6 )
、

( 4
.

7 ) 的真解比较

节 点
按 算 法 4

计算 ( 4
.

1 0 )

的 近 似 解
绝 对 误 差 相 对 误 左

0
。

1 4 8 6 76

0
。

4 0 15 4 6

0
。

4 4 6 9 9 0

O
。

5 8 14 2 8

0
。

7 0 15 5 0

0
。

8 0 4 3 9 7

0
。

8 8 7 4 3 8

0
。

9 4 8 6 2 7

0
。

9 8 6 4 5 8

1
。
0 0 0 0 0 Q

14 8 6 7 3
。

4 0 15 3 9
。

4 4 6 9 8 0
。

5 8 1 4 1 4
。

7 0 1 52 3
。

8 0 4 3 7 7
。

8 8 7 4 1 5
。

9 4 8 6 0 1
。

9 8 6 4 3 0
。

9 9 9 9 6 9

0
。

0 0 0 0 0 3

0
。

0 0 0 0 0 7

0
.

0 0 0 0 10

0
.

0 0 0 0 14

0
。

0 0 0 0 2 7

0
。

0 0 0 0 2 0

0
。

0 0 0 0 2 3

0
。

0 0 0 0 2 6

0
。0 0 0 0 2 8

0
。

0 0 0 0 3 0

0
。

0 0 0 0 2 0

0
。 0 0 0 0 1了

0
。

0 0 0 0 0 2

0
。

0 0 0 0 2 4

0
。

0 0 0 0 3 8

0
。

0 0 0 0 2 4

0
。

0 0 0 0 2 6

0
。

0 0 0 0 2 7

0
。 0 0 0 0 2 8

0
。

0 0 0 0 3 1

门钊nU门门�nU一U00OC
�n以门�门���八�0

�曰八口门�八�12
勺口
日

斗:�6
�lq以gC�

计算结果表明所得结果精确度较高
。

用本文所提出的修正追赶法解系数矩阵为 A
。

型 或

A 。型的三对角线性方程组是相当有效的
,

且运算速度较普通追赶法更快
.

本文的计算工作包括程序编制
,

在 T Q一16 电子
一

计算机上计算是由陈寅同志完成的
,

谨

此致谢
。
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