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摘要 本文考虑守恒型奇摄动常微分方程混合边值问题的数值解法
,

构造一个非守恒型差 分 格

式
,

证明该格式一阶一致收敛
7

对第一边值问题
,

改进了文 仁2 」的结果
7

关健词 守恒方程
,

常微分方程
,

奇摄动
,

混合边界
,

一致收敛

 引 言

: 4 4 3; < ,
= >335 ? ,

, 5 ≅ >3Α 5 ?
在文 〔2 〕中

,

讨论守恒型常微分方程奇摄动第一边值间题
Β

Χ
。〔Δ /Ε 1 Φ

,

/Ε 1〕
‘ Γ Η Ι /Ε 1忍/Ε 1〕

‘ Γ 2 /Ε 1 Φ /Ε 1 二 ϑ/Ε 1
,

Φ /9 1 Κ ∃
, 左/2 1 Κ Λ

,

9 Μ Ε Μ 2 ,

/ 2 1

其中系数满足一定条件
,

构成了非守恒型差分格式 / 7 1
,

用双网法证明格式一阶 一 致 收

敛
。

文〔2 〕中还讨论微分方程混合边值间题
Β

Χ
。Φ 即 /Ε 1 Γ ; /Ε 1 Φ

,

/Ε 1 一 Ν /Ε 1 Φ /Ε 1 Κ ϑ/Ε 1
, 9 Μ Ε Μ 2 ,

; Φ /9 1 一刀
Φ ‘
/4 1 二 ∃

, Ο Φ /2 1 Γ 占Φ ,

/2 1 Κ Λ ,

/ Π 1

其中系数满足一定条件
,

构成了一个一阶一致收敛的差分格式
7

近年来
,

不少学者对上述守恒型常微分方程进行了深入的研究
,

如文〔Θ 」已构造出二阶

一致收敛的格式
,

可以 说守恒型常微分方程第一边值问题的研究已经获得令人满意的结果
7

然而
,

形如下列守恒型混合边值问题
Β

?%“/Ε 1注“仁Δ /Ε 1 Π“/Ε 1〕
‘ Γ 〔。/Ε 1“ /Ε 1〕

’ Γ , /Ε 1 Φ /Ε 1 二 厂/Ε 1
, 9 Μ Ε Μ 2 ,

布 / Θ 1
‘; Φ /9 1 一 刀

Φ ‘

/4 1 “ ∃
, 了Φ /2 1 Γ 占Φ

‘

/2 1 Κ Λ ,

却尚未考虑
,

其主要 困难在于混合边值的处理
7

本文对微分方程 / Θ 1 构造一个非守恒型差 分格式
,

采用分离奇性法证明该格式为一阶

本文28朋一98 一2� 收到
7
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一致收敛
7

同时
,

指出文〔2 〕中格式 / 7 1 的一致收敛性可进一步提高
,

所考虑的方程更一

般
,

采用的证明方法也不同
,

对第一边值问题改进 了文〔2 」的结果
7

微分方程的性质

本文考虑
Β

% Φ /Ε 1三 Β Η Σ/Ε 1 Φ
‘

/Ε 1〕
‘ Γ 仁叮/Ε 1 Β‘/Ε 1」

‘ Γ 下/Ε 1 Π
‘
/Ε 1 二 厂/Ε 1

, 9 Μ Ε Μ 2 / � ; 1

Λ 4 Φ /4 1三 ; 苦 Φ /9 1 一 刀
爷 Φ ‘

/4 1 Κ ∃
,

/ �石1

Λ , Φ /2 1三 下釜 Φ /2 1 Γ 占
苦 Φ ,

/2 1 Κ Λ ,
/ � Τ 1

其中系数 Δ /Ε 1
, Ι /Ε 1

, 了/Ε 1
,

ϑ/Ε 1 在 Η 4
, 2〕上充分光滑且满足

Β 。Υ Δ /Ε 1Υ ; Υ 4 ,

万Υ Ι /Ε 1Υ 夕

Υ 4 , 2 /Ε 1/ 4 , 乡Υ Σ/Ε 11 4 , 口‘
/Ε 1簇 4 ς ; 笼 、

刀
关 、

, 圣 、

占1 4 , ; 釜 Γ 刀
关

Υ 4 , 下去 Γ 己
丢

Υ 9
, 下苦 Γ 西

7

1 9

/ 这里 Ν
荟 Κ Ω >< 〔一 ? /Ε 1〕Κ 一 Ω ; Ε 甘/Ε 1 1

7

定义新的算子
Β

% Φ /Ε 1三 。Β 22
/Ε 1 Γ ; /二

, 。1 Φ
‘

/Ε 1 一 Ν /Ε 1。/Ε 1 Κ ϑ/Ε 1Ξ 户/
Ε 1

, 4 Μ Ε Μ 2
,

/尽;
‘

1

Λ 4 Φ /4 1 Κ ∃
,

/ ΨΝ 1

Λ , Φ /2 1三 Λ ,
/ Ψ5 1

其中

; /Ε
。力

’

/工1 Γ ; /Ε 1
。 ‘少二

一一一兀丁又 一一
夕、Ζ 夕

Ν/ Ε 1 Κ 一
口‘
/Ε 1 Γ 了/Ε 1

Σ/Ε 1

∃
苦 Κ Ω ; Ε ; /Ε

, ￡1 Υ 9 ,

召 ,
Ε 乞
〔9

,

一[

召Υ
。 ’

Υ 。
,

;

则有 ∃
关

Υ ;/ Ε , Β 1 Υ 扩
,

Ν/ Ε1 1 9
7

显然方程 / � 1 与 / Ρ 1 等价
,

利用方程 / Ρ 1
,

下面将

讨论方程 / � 1 的一些性质
7

引理 2 设 , , /Ε 1 是 Η 4
, 2〕区间内非恒定常数的光滑函数

,

且满足

Φ /Ε 1/ 9 , 9 Μ 万 Μ 2 ,

4 Φ /9 11  , Λ ς Φ /2 1异 9 ,

Λ%
矛
3‘‘

则 Β , /Ε 1乡  ,

对任何
Ε 任 【 

, 2〕
‘

巨成立
7

证明 引理条件与下列条件等价
Β

,

% Φ /Ε 1毛 9
7

9 Μ Ε Μ 2
,

、

Λ 4 Φ /9 1妻 9 , 刀 , Φ /3 11  ,

易证
Β

2
。

当 % Β
/Ε 1簇 4 时

,

试 Ε 1 不可能在 / 4 , 2 1 取到非正最小值
。

Π
。

设 Φ/ Ε1 在 Ε Κ 9取得非正最小值 二 ,

因 。/Ε1 不是恒定常数
,

故存在 Ε ,
任/9

,

21
,

使

得
Π‘/Ε Β 11 执 ,

令
,。,

/Ε 1 Κ 、/Ε 1 Γ Ψ
·

, /Ε 1
,  簇 Ε 簇 Ε , 7

其中

以 Ε 1 二 2 一 产
劣 ,

Α Υ
Ω ; Ε

Ν /Ε 1
; 芬

八 ∴ ∴ Ω 一 Φ /Ε
3 1

! Μ 弓, Μ 长一
, ς 一

、

—夕气Ζ 一1
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一
⊥ 一 ⊥

一
一

若

一⊥一一
一一

⊥ ⊥

⊥ 一一一
曰

一一
”7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7

因为 % , /劝 毛 9 ,

所以 %留 /Ε 1 / 。

值
7

又因为

,

根据 3
“

知
Β 留/幼 不可能在 / 

, Ε ,
1 内取得非正最 小

拟 /9 1 Κ Π、/ 1 Κ 宇产Π , Π艺/劣
,
1Υ “/Ε

3
1 Γ ‘

·

夕/Ε
,
1 Υ Ω ,

所以 留/Ε Β 1 在
Ε Κ 4 取到非正最小值

7

从而有 川 ‘
/91 》 4 ,

即 犷 /91 Υ 。
,

当扩
Κ 。时

,

因尹Υ 9

且Λ 4_‘/41》 4
,

得 Β ‘
/4 1 Κ 9

7

因此 ; 件 Κ 4 时 Π‘/4 1不是非正最小值
7

当 ; 苦
午 9时

,

若 , Β /Ε 1在 Ε Κ 4 取到非正最小值
,

由 刀。Φ /4 1》 9得
Β Β /4 1 1 /月

母

Ξ
; 番

1 Φ
‘
/9 1李 9

即 Φ/ Ε 11 9
。

一

同理可考虑
Β /Ε 1 在

Ε Κ 2 取到非正最小知办庸况
7

引理 2 证毕
7

易证下列引理
Β

弓3理 Π 若 Χ%
Β /Ε 1 Χ/ ⎯

·

Χ 一Γ Β 一 ’5 Ε Σ Η 一 /;
”、 , Ξ Β 1」α

,

与 α刀
。Β /9 1阵 ⎯。

,

αΛ
ς Φ /2 1 α镇 ⎯ Β

,

成立
,

一

则 β
Φ /Ε 1 β/ 0

, Ε 任〔4
, 2〕

7

引理 Θ 若 α/%
Φ “’

)毛 ⎯
·

Χ 2 Γ Β 一 ‘一 ‘5 Ε Σ Η 一 /;
苦 Ε
Ξ
Β 1〕α /4挺 >毛 χ1

,

与 刀。Φ /4 1 Κ ∃
,

刀Β Φ /2 1 Κ Λ 成立
,

且这里 ∃ 和 Λ 有界
,

则 ΧΦ
‘ ’/4 1 2簇 0 Β 一 ‘, 4镇 >簇 χΓ Π 且当 刀

爸
寺  时

,

α
。,

/4 1 2/ 0
7

引理 � 若 3/%
Β 1“ ’)簇无

·

Χ 2 Γ Β 一 ‘一 ‘5 Ε Δ Η 一 /;
釜 Ε
Ξ
￡1〕α

, 4镇 >簇 χ
,

和 )Λ
4 Φ / 1 χ石 ⎯

,

」Λ3
。/2 1 α簇 ⎯

,

则

3Φ “’/Ε 1 Χ簇 0
·

Χ 2 Γ Β 一 ‘5 Ε Δ〔一 /;
7 Ε
Ξ
。1 α

,  毛>/ χΓ 2
δ

引理 Π 一 � 的证明从略
。

其中

总结引理 Π 一 � ,

把方程 / � 1 解的奇性分离出来
7

引理 Ρ 方程 / � 1 的解
Φ /Ε 1 满足

Φ /Ε 1 Κ 夕
‘· ε /Ε 1 Γ 之/Ε 1

,

, Ε /Ε 1 Κ 5 Ε Σ Χ 一 Η 配/9 1Ε Ξ Σ/9 1
Β 〕α

,

χΒ “ ’β簇0
·

Χ 2 Γ ￡一 ‘十 ‘5 Ε
户〔一 /;

哥 Ε
Ξ
5 1〕α

当 刀
釜 Κ 9 ,

当 刀
书
年 9

7

00
厂_6

∗Ξ勺了

证明 令 以 Ε 1 Κ 试 Ε 1 一 夕
·

以 Ε 1 / ] 1

其中
一 。 Β ‘

/4 1Η Δ /4 1Ξ Ι /4 1〕
,

Β , 。“ /4 1〔Δ
_
/。1 Ξ 住

’
/ 1

,

当 刀
子 二  

,

当刀
苦
年 9

7

φ3φ

6
一一一夕

2
“

当矿
Κ 9 时

,

α川 / 0 ,

计算得
Β
了 /。1 二 97

Π
。

当 刀
带
午 9 时

,

由 Λ9 。/9 1 Κ ∃ 推出
Β

α澎/9 1 Χ毛 0
7

又由 % Β
/Ε 1 Κ 厂/Ε 1 直接 得 到

Β

3
Φ γ
/4 1 α/ 0‘

‘,

因此有 Χ夕Χ/ 0 Β 7

计算得
Β Β 3,

/4 1 Κ 4 ,

】
之‘

/9 1 α镇 0
7

因此无论 2
。

或 Π
“

都 有
Β

)Λ
。
ΗΣ/41

Β ‘/41 3β毛0
7

又从式 / ] 1 得知
Β

Χ
Β “ ’/φ 1 α/ 0

,

> Κ 2 , Π
7

所 以

�Λ
ς

〔Δ /2 1Β
‘
/2 1〕β / 0

7

带 本文中的 0 均指与 八
, ￡

产

七关的正常数
7
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另外定义新的算子
Β

工Φ /Ε 1二 Β Φ <

/Ε 1 Γ + /Ε 1 Φ
’
/Ε 1 Γ & /Ε 1 Β /Ε 1

,

其中

+ /Ε 1 Κ 琪冲 Υ 色Υ 。
,

Σ又万 1 口

& /Ε 1 Κ

令 否/劝
Κ 夕/Ε1 了 /Ε1

,

夕了

叮’/Ε 1Σ/Ε 1 一 夕/Ε 1Σ
‘
/Ε 1

厂/Ε 1

则 乙矛/Ε 1 Κ ι /Ε 1
,

其中 ι /Ε1

; ,
/Ε 1 Γ 了/Ε 1

乞 六
7

二 一
δ

一簇 ! ,

夕气Ε 1

二 〔% Β /Ε 1〕
‘ 一 〔ϕ

”
/Ε 1 Γ Β ,

/Ε 1〕
·

之/Ε 1
。

因

)ι “’/二 1 β/ 0 Χ 2 Γ 。一 ‘一 ’5 Ε Σ〔一 /;
釜 Ε
Ξ
Β 1〕α

,

所 以

α。
“’/Ε 1 α/ 0 Χ 2 Γ Β 一 ‘5 Ε Σ〔一 /;

务Ε Ξ
Β 1〕α

β〔Σ/
Ε 1φ /Ε 1〕“ ’α/ 0 Χ 2 Γ ￡一 ‘5 Ε Σ〔一 /;

7 Ε Ξ 1〕α
7

用归纳法容易证得引理结论
。

Π 非守恒差分格式及其一致收敛性

对区间〔 
, 2习进行等距划分

Β Ε ‘ Κ 6’≅
,
ϑΚ 9 , 3 ,

⋯#
,

# ≅ 二 2
。

构造差分格式
Β

%
几Φ ‘
三 Β ; ‘

占〔Δ/Ε ‘1占“
‘

〕Γ : 。〔Ι /Ε
‘
17

‘

〕Γ , /Ε
‘

1 Β
‘Κ ϑ/Ε

‘
1

, 2 提 >镇# 一 2 ,

Λ 言Β 。三 ; 7 Φ 。一刀
7

〔/。 Β 一 Β 。1Ξ ≅〕ΚΚ ∃
Ψ

Λ 3Φ 二 三广
Φ , Γ 占

7

Η /Φ 二 一 , , 一 Β 1Ξ ≅〕二 Λ
,

/ η ; 1

/ η Ν 少

/ η。 1

其中

; ‘二

互/Ε
‘一 ≅ 1Δ 5 4 6≅

口/Ε 一 ≅1Δ

Π户/Ε
‘一 9

。

Ψ≅ 1 _ Σ/Ε ‘一 9
。

Ψ≅1
Σ Κ 人Ξ

Β

对于差 分格式 / η 1
,

仍有下 列极值原理和解的先验估计
7

引理 Ρ 若
Φ 、

满足 % ≅ Φ ‘镇 9 , 2/ >簇# 一 2 ,

与 Λ 言Β 。》 9 , Λ 全Φ二 1  
。

则 Φ , 1 9 ,

ϑΚ 9 , 2 ,

⋯
,

#
。

引理 ] 若 Φ ‘满足
7
一

,

/
, 7

2
∴ ∴ ∴

∴
了

α为
⊥ ! ‘】乏女 兀万2 十 丁 二二

∴

Π 汇一二又一 ‘ 盖尸飞一
气 �Φ 己人 、< , 七 1 、

; 7 Ε 卜 >

1α,
‘。。

一 几

α Χς Β 之‘
。

一、、
。

。
β

丁2班 二二丝 /二竺些飞
,

一ς 空Β , β、、ς
,

Χ
δ 一 一 ‘

贬 左 �

则 Χ
Φ ‘

α簇0
,

> Κ 9 , 2 ,
⋯

,
#

7

由解的先验估计
,

可估计解的误差
,

令

五几夕‘二 % , /Ε
‘
1

,

Λ 台, 。Κ Λ 。夕/ 1
,

Λ )ε二 Κ Λ , 护/2 1
。

/ Ψ; 1

/ ΨΝ 1

/ κ 9 1
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不日

%
无之‘ Κ % φ /Ε

,
1

,

/ ϕ ; 1

Λ 言
Β 。Κ Λ。之/9 1

7

/ ϕ Ν 1

刀3二 , Κ Λ , φ /2 1
7

/ ϕ Τ Υ

那么格式 / η 1 的解
Φ ‘Κ 夕少

‘ Γ 粼
·

引理 η 若
ε‘是式 / κ 1 的解

,

则 �夕Η
, /Ε

‘
1 一 , ‘1 Χ/ 0 ≅

7

证明 通过 − 时3。Β 展开
Β

≅
、

Σ吸尤 ‘Γ 二二 1 Κ Σ 气Ε ‘一
乙

份 1
≅

、

护
” ,

≅
、

7

人
” ,,, , 、

、

Γ 厅Σ 气Ε ‘一 下 1 Γ 下Σ 气Ε ‘一 下 1 一 丁夕 气百2 1
乙 石 ‘  

。
,

/二 ‘1 Κ ,
,

/二
‘一

粤1
Γ

粤
。
·

/二
‘ δ

石 ‘

粤1
Γ

犷。
“
‘“

Π 1
,

石  

Σ/Ε
‘
1 Κ Σ/Ε

‘
≅

、

人
一 二丙

7

, 十 下Σ

“

二 ‘一

粤1
Γ

编
·
/
孙

‘  

。‘Ζ
β Γ ‘1 Κ 。‘Ζ

‘一 ”1 Γ Π‘、
,

‘Ζ
‘一 ‘, Γ

全
Β ‘”

Π 。“ ‘Ζ
‘一 ”, Γ

去
κ”Θ。”‘Β 2 1

,

口‘/Ε
,
1 Κ ; ’ /Ε ‘

一

无1 Γ 入Ι
“
/Ε

‘一 人1
Γ
夕
’

乞
口,,’
/刃Π 1

,

, 、 7

人
Π 。 , , 、

7

人
” ,,, ,

Ι ‘义‘, 一 Ι 气尤‘一 “, Γ “Ι 气尤 ‘一 “ , 十 万 Ι 又万 ‘一 “1 Γ 盯Ι 气刀Θ 1
’

其中
∴

,

≅
右2 赶 又Ζ ‘一 , 石

乙

叮,
任/Ε

, 一 ≅
, Ε ‘ Γ ≅1

,无一Π
ΓΖ

言Π
,

言Θ 任/Ε
‘一 称Π , 刀Θ 任/万

‘一 ≅
, Ε ‘

1
7

Ζ
≅��
 

得

! ∀ #∃
,
%

一

护∀ #∃
‘
% 二 艺& ‘∋

其中

、
,
产

(
矛

‘
、

)
门
∗
+,

&−. 韶
、, ‘
一

。
·

/”,

0盅夸
1 口# ∃ ‘一 2%

3# ∃
‘一 4

∋

52 %

6

7−8585,9““
‘一 ”, “”
雀二:;号

‘、

「
叮# ∃ ‘一 2 %

<3 # ∃ ‘一 4
。

52

= # 4 %

<6 # 4 %
>

—
一一

一
一 1 1

—
——一

———— # ? 4 少

2
。 5 2

口# ∃ ‘一 2
‘
% 6

< 3# ∃ ‘一 4
∋

52 %

= <
# 4 % 6

9 6
9
# 4 %

≅ 了

「
一 一 ∗ 户

6 ! 黯
, 一 Α

」Β
) “

‘
”

# ? ? %
八Χ一Δ日

口注一力
‘& Α “ , ‘∃ 。一 ”

·

/‘%

:一

&吕“ 6
”

‘∃ ‘一 Ε
·

/”%

:
1 无口# 4 %

Φ3#百Γ

一

等厂
6 一

黔一
‘

加
一 ,

,

# ? 9 %



第 � 期 守恒型奇摄动常微分方程 混合边值问题的数值解法 Θ� 8

<!工<!
Ι一ΣΒ ‘ 一 。,

/Ε ‘一 ”1
Η
2 δ

& 。一 Ι · /Ξ
‘一 ‘1

Χ
‘δ

Δ 一 。一

认盼
·

」
∗ /Ε ‘1

,

/ 2 Θ 1

≅_夕/9 1
Π 。口/9 1

一 ≅己
δ 黯

,

α
∗ ‘

/ 2 � 1

& ] Κ

Χ
≅

_ ,,, , 、

7

认二Ι % ?Ξ Π 1 一
乙 瓢

, “占” δ 无Θ口/9 1

] ΙΣ/9 1
Ι 那 /刀Ψ 1

·

揣ς
一

。’‘“
Θ

,

α
Π ≅Π

∗ /介 1 一 二三华
一

⊥

口)’, /叮
ς

1∗ /Ε
‘十 2 1

χ

一

诊
”Δ 13’ /省

2
, 仁& ‘Ε

β一 ’一 Ο ‘Ε
‘
’〕 / 2 Ρ 1

、
。、 ?

丫、
尸 。

⊥ 二
、

,
。。

λ 。
, 二 二

, 、 , , Β 一 , ∴
∴ Β ∴

「 − /9 1 一 ; 备 刁。一 。由 二
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7

因篇幅关系
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考虑边界条件如下
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因为
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一
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∋
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∋
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∋
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7

Θ 数值例子

考虑方程

β
。

Η、二
Β 尹
/·1

〕
’ 一

Η了沂
· /· 1

〕 2

之了
⊥

2千Ε
δ

, φ /9 1 一 Π ,‘,

/ 1 Κ 2 , Φ /2 1 Γ
,

2左
‘

/王1 二 2 ,

其精确解为

Φ /Ε 1 二 冷
Γ Π ‘

2

先簇
兰

55 Γ ‘Π“

Γ?1
这 里

2 、 Ξ
。 2一〕

Ξ 。 ,
7

丫 , , Ξ 二
甲 二

7

一 , , ‘ 5 α、 山
3 ‘ Ξ Ξ 长勺 二 ,

厂

2 十 占Ξ Ξ 」

>2

产

β
、

一乒、

户<十

代
卜

上
一

,苦一

厂3
7%

一Σ∋

?

,尤

采用追赶法
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表 Π 。Κ 2。一 时数值解和误差表

∋ 坐标点 数值解 误差

9
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9 2

9

2 Ρ Ξ Π Ρ
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