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摘要: � 研究利用复函数组{�k ( x ) = eikx }的正交性, 构造插值区域新的正交插值基函数, 即正交复数 B 样条插

值基函数,并给出任意阶正交复数 B样条插值系数的通用计算公式.通过构造新的正交基, 解除插值基及插

值系数之间的耦合,将样条插值问题从求解 N � N 矩阵简化为使用一个显式公式直接同时求解, 实现插值系

数的并行计算.
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插值是工程领域的典型问题[ 1�3] . 较常用的函数插值方法, 有线性插值、多项式插值及样条插值.其

中,样条插值的优点是,用幂次较低的多项式函数来获得插值的高阶精确性.它不仅通过已知结点,而且

拟合曲线在各点光滑连续,插值效果远大于其他插值方式.样条函数是一种隐式格式, 最后需要解一个

稀疏多对角矩阵系数方程组, 其定型的方法是追赶法. 追赶法降低了求解方程组的计算复杂度, 提高了

求解速度,但不是并行算法,而是一种基于迭代的求解方式.构造样条正交基是解除插值系数耦合,实现

并行计算的途径之一.文[ 4�5]介绍了一种实用的正交多项式样条基函数, 文[ 6�7]介绍了另一种正交多
项式样条基函数� 这两种正交多项式样条基函数均属于一类逐点正交的样条基, 分别称为 U 基和 V

基.文[ 8]提出了另一类按周期正交, 只包含有限个正交样条函数的样条基. 本文利用复函数组的正交

性,构造了一组新的按周期正交的复数 B样条�

1 � 任意阶正交复数 B样条基的构造

对于周期区域[ a, b]上给定的一个分划 �: a= x 0 < x 1 <  < x N = b, B样条函数 B l, m( x )由以下递推

关系确定,有

Bl, 1( x ) =
1, � � x l ! x ! x l+ 1 ;

0, � � 其他.

Bl, m ( x ) =
x - x l

x l+ m- 1 - x l
Bl, m- 1( x ) +

x l+ m - x
x l+ m - x l+ 1

Bl+ 1, m- 1 ( x ) .

其中, m为样条的阶数.

令  l ( x )= Bl, m ( x ) ,则函数系{  l ( x ) , l= 0, 1,  , N - 1}在[ a, b]上线性无关,而且构成 m 阶样条函

数空间S m ( �)的一组基底.此组基即为基本的 B样条基.

对于区间[ 0, 2!]上给定的 N 个等距结点{ x l = 2!l / N , l= 0, 1,  , N - 1} ,其复值函数组{ �k ( x )=

eikx = cos kx + i sin kx , k= 0, 1,  , N - 1}满足[ 9]

( �k , �j ) = ∀
N- 1

l= 0
�k ( x l )�j ( x l )

*
=
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∀
N- 1

l= 0
exp[ i( k - j )

2!l
N

] =
0, � � k ∀ j , � k, j = 0, 1,  , N - 1;

N , � � k = j , � k, j = 0, 1,  , N - 1.

所以, 复函数组{�k ( x ) = e
ikx

, k= 0, 1,  , N - 1}在点集{ x l= 2!l/ N , l= 0, 1,  , N - 1}上正交.若能运用

此复函数向量组将基本的 B 样条基正交化, 利用正交函数的性质将能有效简化插值系数的求解.为此

构造正交复数 B样条基如下

C
N , m
p ( x ) = ∀

N- 1

l= 0
exp( i 2p l!

N
)  l ( x ) , � � p = 0, 1,  , N - 1. (1)

其中, m为样条的阶数. 根据复函数组{ �k ( x ) = eikx , k= 0, 1,  , N - 1}以及 B样条基性质,上述函数有

#
b

a
C

N , m
p ( x ) C

N , m
q ( x )

* dx = 0, � �  p ∀ q.

� � 因此,复数 B�样条函数组(1)在[ a, b]上构成了一组正交函数系.

2 � 正交复数 B样条插值系数的计算

给定 N 个取样点,周期区域[ a, b]内任何连续函数均可由正交复数 B样条基函数逼近. 即

f ( x ) = ∀
N- 1

p= 0
apC

N , m
p ( x ) + e( x ) , � � e( x ) = f ( x ) - ∀

N- 1

p = 0
apC

N, m
p ( x ) .

方程两边同乘以 C
N , m
p ( x )

*
,并在[ a, b]区间积分,同时令误差 e( x )项的积分值等于零,可得到

ap =
#

b

a
f ( x ) C

N , m
p ( x )

* dx

#
b

a
C

N , m
p ( x ) C

N , m
p ( x )

*
dx

, � � p = 0, 1,  , N - 1. (2)

此式即为正交复数 B样条基插值系数的计算公式.逼近函数变为

f ( x ) = ∀
N- 1

p = 0
apC

N , m
p ( x )� (3)

其中,插值系数 ap 由( 2)确定.

3 � 插值点函数值的计算

插值系数 ap 按式(2)计算后,其插值点函数值可按式(3)计算. 记插值点位置为 x ∃ [ a, b] ,令 y=

N
b- a

( x- x 0) , 则 x= x 0+ b- a
N

y .令 l%= flo or( y ) , f loor 表示朝负无穷大方向取整. 所以 l%为一整数,且

l%∃ [ 0, N - 1] .按式(3) ,有

f ( x ) = f ( x 0 +
b- a
N

y ) = ∀
N- 1

p = 0
ap ∀

N- 1

l= 0
exp( i 2p l!

N
)  l [ x 0 +

b- a
N

y ] =

∀
N- 1

p= 0
ap ∀

N- 1

l= 0
exp( i 2pl!

N
)B0, m[ x 0 +

b- a
N

( y - l) ]�

对于三阶样条, 令 x 1= y- l%, x 2= y- ( l%- 1) , x 3 = y- ( l%- 2) , 0 ! x 1 ! 1, 1 ! x 2 ! 2, 2 ! x 3 ! 3.则有

f ( x ) = ∀
N- 1

p = 0
ap ∀

l= l%

l = l%- 2
exp( i

2p l!
N

) B0, 3 [ x 0 +
b- a
N

( y - l) ] =

∀
N- 1

p= 0
ap [ exp( i 2pl%!N

) B0, 3( x 0 +
b- a
N

x 1) + exp[ i 2p ( l%- 1)!
N

] �

B0, 3 ( x 0 +
b- a
N

x 2) + exp[ i 2p ( l%- 2) !
N

] B0, 3 ( x 0 +
b- a
N

x 3) ] � (4)

其中, B0, 3( x 0+
b- a
N

x 1) =
1
2
x

2
1 , B0, 3( x 0+

b- a
N

x 2) = - x
2
2+ 3x 2 -

3
2
, B0, 3 ( x 0 +

b- a
N

x 3 )=
1
2
x

2
3- 3x 3+

9
2
.对于四阶样条,令 x 1= y- l%, x 2= y- ( l%- 1) , x 3= y- ( l%- 2) , x 4= y- ( l%- 3) , 0 ! x 1 ! 1, 1 ! x 2 !

2, 2 ! x 3 ! 3, 3 ! x 4 ! 4.则有

f ( x ) = ∀
N- 1

p = 0
ap ∀

l= l%

l = l%- 3
exp( i 2p l!

N
B0, 4) [ x 0 +

b- a
N

( y - l) ] =
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∀
N- 1

p = 0
ap [ exp( i

2p l%!
N

)B0, 4( x 0 +
b- a
N

x 1) + exp[ i
2p ( l%- 1)!

N
] B0, 4( x 0 +

b- a
N

x 2) +

exp[ i
2p ( l%- 2) !

N
] B0, 4 ( x 0 +

b- a
N

x 3) + exp[ i
2p ( l%- 3) !

N
] B0, 4 ( x 0 +

b- a
N

x 4) ] � (5)

其中, B0, 4( x 0+
b- a
N

x 1) =
1
6
x

3
1 , B0, 4 ( x 0 +

b- a
N

x 2 )= -
1
6
( 3x 3

2 - 12x 2
2 + 12x 2 - 4) , B0, 4 ( x 0 +

b- a
N

x 3 )=

1
6
(3x 3

3- 24x 2
3+ 60x 3 - 44) , B0, 4 ( x 0+

b- a
N

x 4 )= -
1
6
( 3x 3

4- 12x 2
4+ 48x 4- 64) .

4 � 实例

对一测量序列{1 2. 5} , {2 1. 5} , { 3 2} , {4 4} , {5 2} , {6 - 1} , { 7 1} ,分别用提出的三阶、四阶正交 B

样条基函数插值.如前文的设定 x= x 0 +
b- a
N

y ,则 dx =
b- a
N

dy .当 x= x 0= a, y= 0; 当 x = x N = b, y=

N .令 z =
x- x 0

b- a
&N . 三阶 B样条基函数:当 0 ! z ! 1时, B0, 3 ( z )= 1

2
z
2
;当1 ! z ! 2时, B0, 3( z )= - z

2+

3z- 3
2
;而当 2 ! z ! 3时, B0, 3 ( z )= 1

2
z
2 - 3z + 9

2
.式( 2)的分子项为

#
b

a
f ( x ) C

N , m
p ( x )

* dx =
b- a
N

∀
N- 1

l= 0
exp(- i 2pl!

N
)#

N

0
f ( x 0 +

b- a
N

y )  l ( x 0 +
b- a
N

y )dy =

b- a
N

∀
N- 1

l= 0
exp(- i 2p l!

N
) ∀

N- 1

y= 0
f ( x 0 +

b- a
N

y )B0, 3 [ x 0 +
b- a
N

( y - l) ] =

b- a
N

∀
N- 1

y= 0
f ( x 0 +

b- a
N

y ) ∀
N- 1

l= 0
exp(- i 2pl!

N
)B0, 3 [ x 0 +

b- a
N

( y - l) ] .

当 y= l+ 1和 y= l+ 2时, B0, 3 [ x 0 + b- a
N

( y- l ) ] = 1
2
; 其他情况下, B0, 3 [ x 0+ b- a

N
( y- l ) ] = 0� 即有

b- a
N

∀
N- 1

y= 0
f ( x 0 +

b- a
N

y ) ∀
l= y- 1

l= y- 2
exp(- i

2p l!
N

) B0, 3 x 0 +
b- a
N

( y - l) =

b- a
N

∀
N- 1

y = 0
f ( x 0 +

b- a
N

y )
1
2
exp[- i

2p ( y - 2)!
N

] +
1
2
exp(- i

2p ( y - 1)!
N

) =

b- a
N

exp( i
3p!
N

) cos
p!
N
∀

N- 1

y= 0
f x 0 +

b- a
N

y exp(- i
2py!
N

)�

式(2)的分母项为

#
b

a
C

N , m
p ( x ) C

N, m
p ( x )

* dx = ( b- a) (
1
2
cos 2p!

N
+

1
2
) .

于是,有

ap =
exp( i 3p!

N
) cos p!

N
[
1
N
∀

N- 1

y= 0
f ( x 0 +

b- a
N

y ) exp(- i 2py!
N

) ]

(
1
2
cos 2p!

N
+

1
2
)

=

exp( i
3p!
N

) cos
p!
N

DFT { f ( x 0 +
b- a
N

y ) } p

(
1
2
cos

2p!
N

+
1
2
)

. (6)

式(6)便是三阶正交复数 B样条插值系数的并行计算公式. 其中, DFT 表示求离散傅里叶变换, 可通过

快速傅里叶变换( FFT )实现快速算法.将 p = 0, 1, 2,  , N - 1代入上式, 可解得

[ a0 ] = [ 1. 714 3] ,

[ a1 � a2 � a3 ] = [ 0. 591 3- 0. 390 2i � - 1. 223 9- 0. 015 3i � 0. 275 4 + 0. 161 4i] ,

[ a4 � a5 � a6 ] = [ 0. 275 4- 0. 161 4i � - 1. 223 9- 0. 015 3i � 0. 591 3 + 0. 390 2i] .

四阶样条函数为
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B0, 3( z ) =

1
6
z
3
, � � � � � � � � � � � � 0 ! z ! 1;

-
1
6
(3z

3
- 12z

2
+ 12z - 4) , � � 1 ! z ! 2;

1
6
( 3z 3

- 24z 2
+ 60z - 44) , � � 2 ! z ! 3;

-
1
6
( z

3
- 12z

2
+ 48z - 64) , � � 3 ! z ! 4.

式(2)的分子项为

#
b

a
f ( x ) C

N , m
p ( x )

*
dx =

b- a
N

∀
N- 1

l= 0
exp(- i

2p l!
N

)#
b

a
f ( x 0 +

b- a
N

y )  l ( x 0 +
b- a
N

y )dy =

b- a
N

∀
N- 1

l= 0
exp(- i 2p l!

N
) ∀

N- 1

y= 0
f ( x 0 +

b- a
N

y )B0, 4 [ x 0 +
b- a
N

( y - l) ] =

b- a
N

∀
N- 1

y= 0
f ( x 0 +

b- a
N

y ) ∀
N- 1

l= 0
exp(- i

2pl!
N

)B0, 4 [ x 0 +
b- a
N

( y - l) ] .

当 y= l+ 1和 y= l+ 3时, B0, 4 [ x 0 +
b- a
N

( y- l ) ] =
1
6
;当 y= l+ 2时, B0, 4 [ x 0+

b- a
N

( y- l) ] =
2
3
; 而其

他情况下, B0, 4 [ x 0+
b- a
N

( y- l) ] = 0� 所以有

b- a
N

∀
N- 1

y= 0
f ( x 0 +

b- a
N

y ) ∀
l= y- 1

l= y- 3
exp(- i 2pl!

N
)B0, 4 [ x 0 +

b- a
N

( y - l) ] =

b- a
N

∀
N- 1

y= 0
f ( x 0 +

b- a
N

y ) (
1
6
exp[- i 2p ( y - 3)!

N
] +

2
3
exp[- i 2p ( y - 2)!

N
] +

1
6
exp[- i 2p ( y - 1)!

N
] ) =

b- a
N

exp( i 4p!
N

) (
1
3
cos 2p!

N
+

2
3
) ∀

N- 1

y= 0
f ( x 0 +

b- a
N

y ) exp(- i 2py!
N

) .

式(2)的分母项为,

#
b

a
C

N , m
p ( x ) C

N , m
p ( x )

*
dx = ( b- a) (

1
18

cos
4p!
N

+
4
9
co s

2p!
N

+
1
2
) .

于是,有

ap =
exp( i

4p!
N

) (
1
3
cos

2p!
N

+
2
3
) [

1
N
∀

N- 1

y= 0
f ( x 0 +

b- a
N

y ) exp(- i
2py!
N

) ]

(
1
18

cos 4p!
N

+
4
9
cos 2p!

N
+

1
2
)

=

exp( i
4p!
N

) (
1
3
cos

2p!
N

+
1
3
)DFT { f ( x 0 +

b- a
N

y ) } p

(
1
18

cos 4p!
N

+
4
9
cos 2p!

N
+

1
2
)

. (7)

式(7)便是四阶正交复数 B样条插值系数的并行计算公式.将 p= 0, 1, 2,  , N - 1代入上式,可解得

a0 = [ 1. 714 3] ,

[ a1 � a2 � a3 ] = [ 0. 723 3 - 0. 097 9i � - 0. 790 4 - 1. 017 0i � - 0. 058 3+ 0. 184 9i] ,

[ a4 � a5 � a6 ] = [- 0. 058 3- 0. 184 9i � - 0. 790 4 + 1. 017 0i � 0. 723 3 + 0. 097 9i]�
� � 由解得的插值系数及逼近公式展开式(4) , ( 5) , 可以计算[ a, b]内任意插值点的三阶及四阶正交复

数 B样条函数逼近值.插值基虽然是复值函数,但逼近实值函数 f ( x )的公式( 3)是精确成立的, 逼近函

数严格通过采样点, 误差 e( x )为零.

按逼近公式(3)及其三阶与四阶得出的式(4) , (5) ,计算所得的函数值虽然是复数,但复数的虚部全

部为零,实际上是实数.插值区间[ a, b]内步长为 0. 1, 各插值点函数值取实部连接所得的正交复数 B样

条插值曲线,如图 1所示.由 f ( x )的逼近公式

f ( x ) = ∀
N- 1

p= 0
apC

N , m
p ( x ) = ∀

N- 1

p= 0
ap ∀

N- 1

l= 0
exp( i 2pl!

N
)  l ( x ) = ∀

N- 1

p= 0
ap ∀

N- 1

l= 0
exp( i 2p l!

N
)B l, m( x ) ,

可知 f ( x )的连续性等性质决定于其中唯一含有自变量 x 的函数项� 即其中的基本 B样条基 B l, m( x ) ,
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图 1 � 正交复数 B 样条插值曲线

Fig . 1 � Interpolation curves of

or thogonal complex B�splines

m阶基本 B样条基可实现( m- 2)阶导数连续.

5 � 结论

任意阶B样条等距结点插值,都可以使用通用式( 2)得

出类似( 6) , ( 7)的并行公式, 无需迭代地并行计算插值系

数.然后, 将所采用阶数的 B 样条函数代入式( 3)得出相应

的展开式,再由展开式计算插值点函数值. 式( 3)为通过结

点的 B样条插值曲线函数表达通式.如果要保证端点的切

线方向,只要沿切线方向增加结点即可.

所提出的方法通过构造插值区间的正交复数 B样条基

函数( 1) , 克服了基本B样条基插值系数之间的耦合� 将样
条插值问题从求解矩阵, 简化为可以直接同时使用的一个

显式的计算公式,实现插值系数的并行计算, 为求解样条插

值问题提供了一个新的思路.
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A New Interpolation Method by Orthogonal Complex B�Spline

ZHENG Li�xin1 , ZHOU Kai�ting1 , LIN Fu�yong 2

( 1. College of Informat ion Science and Engineering, H uaqiao University;

2. College of Mechanical Engineerin g and Autom at ion, Hu aqiao U nivers ity, Quanzh ou, 362021, China)

Abstract: � By using the ort hogonal proper ty of the complex funct ion g roup { �k ( x ) = eikx } , new o rthogonal basis func�

t ions, i. e. o rthogonal complex B�spline basis functions in t he interpolation r eg ion ar e successively const ruct ed. A general

formula to comput e coeff icient s o f the orthogonal complex B�spline interpolation basis funct ions of arbitrar y order is g iv�

en. By constructing new or thogonal basis funct ions, the new method removes coupling of bot h the exist ing interpo lation

basis functions and the interpolation coefficients, and simplifies the interpolat ion t ask from solving a N � N matrix to sim�

ult aneously using one explicit computation fo rmula dir ectly. This realizes par allel comput at ion of the interpo lation coeffi�

cients.

Keywords: � int erpolat ion; spline; or tho gonal functions; complex function; par allel computation
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