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摘要：　研究Ｂｌｏｃｈ型双调和函数的判别准则和系数估计．通过建立双调和函数的线性和复合性质，得到双调
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调和函数的单叶性判定定理及系数估计．
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１　预备知识

假设犳（狕）＝狌（狓，狔）＋ｉ狏（狓，狔）为单位圆盘犇 上具有二阶连续偏导数的函数，若它的雅可比犑犳 满

足犑犳（狕）＝｜犳狕｜
２－｜犳珔狕｜

２
＞０，则称犳是保向的；反之，则称犳是反向的．如果一个犆

２ 函数犳满足Ｌａ

ｐｌａｃｅ方程Δ犳（狕）＝犳狓，狓＋犳狔，狔＝４犳狕，珔狕＝０，则称犳为一个调和函数，它可表示为犳（狕）＝犺（狕）＋犵（狕），其

中，函数犺（狕）和犵（狕）是犇上的两个解析函数．Ｌｅｗｙ
［１］证明了单连通区域上的调和函数犳（狕）是局部单

叶的当且仅当犑犳（狕）≠０．更多调和映照性质的获取可参考文献［２?５］．

如果映照犳在犇 上满足ΔΔ犳＝０，那么称犳为犇 上的双调和映照，每个双调和映照具有的表达式

为犳（狕）＝｜狕｜
２犺（狕）＋犵（狕），其中，函数犺（狕）＝犺１（狕）＋犺２（狕），犵（狕）＝犵１（狕）＋犵２（狕），犺犻（犻＝１，２），犵犻（犻＝

１，２）都是犇上的解析函数
［６］．

设犳为单位圆盘犇 到自身上的保向映照，若它满足犳∈ＡＣＬ
２（犇），且不等式｜犳（狕）｜

２
≤犓犑犳（狕）

在犇上几乎处处成立，则称犳为犇 上的犓?拟正则映照，其中，｜犳｜＝｜犳狕｜＋｜犳珔狕｜．

如果一个犆２ 函数犳满足
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β（犳）＝ｓｕｐ
狕∈犇

（１－｜狕｜
２）｜犑犳（狕）｜槡

２
＜∞，

则称为Ｂｌｏｃｈ型函数，记这类函数全体为犅．如果犳为犇 上的解析函数时，记这类函数全体为犅犃．如果

犳为犇 上的调和函数时，记这类函数全体为犅犎．如果犳为犇 上的双调和函数时，记这类函数全体为

犅ＢＨ，则犅犃犅犎犅ＢＨ犅．文献［７?１３］对类Ｂｌｏｃｈ型函数犅犃，犅犎 开展了研究，其中，文献［１０］证明了定

理Ａ，Ｂ．

定理犃　假设犉＝犎＋珚犌在犇 上单叶且保向，如果犺＝ｌｏｇ（犎′）且ω∶犇→犇是任一解析函数，那么

具有第２复特征ω犳＝ω的调和函数犳＝犺＋珚犵属于犅犎．

定理犅　假设犳＝犺＋珚犵∈犅犎 是保向的，且犵∈犅犃．设０＜ε＜１，则

犎（狕）＝∫
狕

０
ｅｘｐ（

ε
犮
犺（ζ））ｄζ．

上式中：犮＝ β（犳）
２＋β（犵）槡

２．如果ω∶犇→犇是解析的，且满足‖ω‖犺≤
１－ε
２
，那么具有第２复特征ω犉＝

ω的调和映照犉＝犎＋珚犌是单叶的．

本文主要研究具有表达式犳＝｜狕｜
２犺的双调和映照类．同时，给出该类双调和Ｂｌｏｃｈ型函数的系数

估计．

２　主要结论及证明

性质１　如果犳＝｜狕｜
２犺∈犅ＢＨ，φα（狕）＝

α＋狕
１＋珔α狕

为定义在犇 上到自身的同构映射，则

１）犪犳＋犫珚犳∈犅ＢＨ，

２）犳φα∈犅ＢＨ．

证明１）由假设知，存在两个解析函数犺１，犺２ 满足

犳＝狘狕狘
２犺＝狘狕狘

２（犺１＋珔犺２），

从而有

犳狕 ＝珔狕犺＋狘狕狘
２犺′１，　　犳珔狕 ＝狕犺＋狘狕狘

２珔犺′２．

　　令犉＝犪犳＋犫珚犳＝｜狕｜
２（犪犺＋犫珔犺），则有

犉狕 ＝ （犪珔狕犺＋犫狕犺）＋犪狘狕狘
２犺′１＋犫狘狕狘

２犺′２ ＝犪（珔狕犺＋狘狕狘
２犺′１）＋犫（狕犺＋狘狕狘

２犺′２）＝犪犳狕＋犫珚犳狕．

　　同理可得

犉珔狕 ＝犪犳珔狕＋犫珚犳珔狕．

　　因此，有

犑犳（狕）＝狘犉狕狘
２
－狘犉珔狕狘

２
＝狘犪犳狕＋犫珚犳狕狘

２
－狘犪犳珔狕＋犫珚犳珔狕狘

２
＝ （犪犳狕＋犫珚犳狕）（犪犳狕＋犫珚犳狕）－

（犪犳珔狕＋犫珚犳珔狕）（犪犳珔狕＋犫珚犳珔狕）＝狘犪狘
２
狘犳狕狘

２
＋狘犫狘

２
狘珚犳狕狘

２
－狘犪狘

２
狘犳珔狕狘

２
－狘犫狘

２
狘珚犳珔狕狘

２
＝

（狘犪狘
２
－狘犫狘

２）（狘犳狕狘
２
＋狘犳珔狕狘

２）＝ （狘犪狘
２
－狘犫狘

２）犑犳（狕）．

　　故由犳∈犅ＢＨ可知，犉∈犅ＢＨ．

２）令犉＝犳φα＝｜φα（狕）｜
２犺φα，则有

犉狕 ＝
１－狘α狘

２

（１＋珔α狕）
２φα（狕）犺φα＋狘φα（狕）狘

２１－狘α狘
２

（１＋珔α狕）
２犺′１φα ＝

１－狘α狘
２

（１＋珔α狕）
２
（狘φα（狕）狘

２犺′１φα＋φα（狕）犺φα），

　　同理可得

犉珔狕 ＝
１－狘α狘

２

（１＋珔α狕）
２
（狘φα（狕）狘

２犺′２φα＋φα（狕）犺φα）．

　　从而有

（１－狘狕狘
２） 犑犉（狕槡 ）＝（１－狘狕狘

２）１－狘α狘
２

（１＋珔α狕）
２ 狘犉狕狘

２
－狘犉珔狕狘

２
槡 狘＝
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（１－狘φα（狕）
２
狘） 狘犑犳（φα（狕））槡 狘．

　　因此，有β（犳）＝β（犉），这隐含着犳φα ∈犅ＢＨ，证毕．

定理１　假设犉＝犎＋珚犌为犇 上单叶且保向的调和函数，若函数犳＝｜狕｜
２犺保向犺＝犺１＋珔犺２，且解析

函数犺１ 与犺２ 满足狕犺１＝ｌｏｇ犎′，∫
狕

０
犺２（狋）ｄ狋∈犅犃 ，则犳∈犅ＢＨ．

证明　令α∈犇，定义

Φ（狕）＝
犉（α＋

狕
１＋珔α狕

）－犉（α）

（１－狘α狘
２）犎′（α）

，

则Φ（狕）在犇上单叶调和，且满足Φ（０）＝０，Φ狕（０）＝１．因此，它的展开式的系数犪２（α）的模有界，且满足

犪２（α）＝ （１－狘α狘
２）犎″
２犎′

－珔α．

　　这隐含着

犎″
２犎′

＝
２（犪２（α）＋珔α）

（１－狘α狘
２）
． （１）

　　又由∫
狕

０
犺２（狋）ｄ狋∈犅犃 ，有

（１－狘狕狘
２）狘犺２狘＜ ∞． （２）

　　由于

（１－狘α狘
２） 犑犳（α槡 ）＝（１－狘α狘

２） 狘犳狕（α）狘
２
－狘犳珔狕（α）狘槡

２
＝

（１－狘α狘
２） 狘珔α犺＋狘α狘

２犺′１狘
２
－狘α犺＋狘α狘

２珔犺′２狘槡
２
≤

（１－狘α狘
２）狘珔α犺＋狘α狘

２犺′１狘≤ （１－狘α狘
２）狘α狘狘犺＋α犺′１狘≤

（１－狘α狘
２）狘珔犺２＋（α犺１）′狘≤ （１－狘α狘

２）（狘犺２狘＋狘（α犺１）′狘）．

　　因此，结合式（１），（２），可得（１－｜α｜
２）犑犳（α槡 ）＜∞，即犳∈犅ＢＨ，证毕．

定理犆　令犳＝犺＋珚犵为单位圆盘犇 上的保向调和函数，其复伸张为ω．如果对于所有的狕∈犇，有

狘狕犘犳（狕）狘＋
狘狕ω′（狕）狘
１－狘ω（狕）狘

２ ≤
１

１－狘狕狘
２

成立，则函数犳为单叶函数，其中，犘犳＝
犺″
犺′
－
珔ωω′

１－｜ω｜
２
为犳的Ｐｒｅ?Ｓｃｈｗａｒｚ导数

［１４］．

假设函数ω∶犇→犇解析，定义

ω
（狕）＝

ω′（狕）（１－狘狕狘
２）

１－狘ω狘
２

为它的双曲偏导数，‖ω‖犺＝ｓｕｐ
狕∈犇
｜ω

（狕）｜为它的双曲范数
［１５］．

定理２　假设犳＝｜狕｜
２犺∈犅ＢＨ，犺＝犺１＋犺２，且犳是犓?拟正则的．对０＜ε＜１，令

犎（狕）＝∫
狕

０
ｅｘｐ
ε（ζ

２犺１＋∫
ζ

０
τ（犺２－犺１）ｄτ）

犮
ｄζ．

上式中：犮＝β
（犳）（犓＋１）

槡犓
．如果ω∶犇→犇是解析的，且满足‖ω‖犺≤

１－ε
２
，则以ω为复伸张的调和函数

犉＝犎＋珚犌在犇 上是单叶的．

证明　由假设犳∈犅ＢＨ，可得

（１－狘狕狘
２） 犑槡 犳 ＝ （１－狘狕狘

２）狘狕狘狘（狕犺１）′＋犺２狘 １－狘ω犳狘槡
２
≤β（犳）．

　　又由于犳为犓?拟正则映照，有

狘狕狘狘（狕犺１）′＋犺２狘≤ β（犳）

（１－狘狕狘
２） １－狘ω犳狘槡

２
≤ β（犳）（犓＋１）

（１－狘狕狘
２）槡犓

＝
犮

１－狘狕狘
２．

　　上式隐含着
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狘
犎″
犎′
狘＝

ε
犮
狘狕（狕犺１）′＋狕犺２狘＝

ε
犮
狘狕狘狘（狕犺１）′＋犺２狘≤

ε
１－狘狕狘

２．

　　由于

狘ω′（狕）狘
１－狘ω（狕）狘

２ ≤
‖ω‖犺
１－狘狕狘

２ ≤
１－ε

２（１－狘狕狘
２）
，

　　所以可得

狘狕犘犉（狕）狘＋
狘狕ω′犉（狕）狘
１－狘ω犉（狕）狘

２ ≤狘
犎″
犎′
狘＋

２狘ω′（狕）狘
１－狘ω（狕）狘

２ ≤
１

１－狘狕狘
２．

　　由定理Ｃ知函数犉在犇 上单叶．证毕．

为了方便，给出函数犳幂级数表达式，即犺１ ＝∑
∞

狀＝０

犪狀狕
狀，犺２ ＝∑

∞

狀＝１

犫狀狕
狀．

定理３　若犳＝｜狕｜
２犺∈犅ＢＨ是犓?拟正则的，且｜犺｜＜犕，则当狀≥１时，有

狘犪狀狘≤犲
狀＋３
２狀

（犕＋β
（犳）（犓＋１）

槡犓
）．

上式中：犕 为一正常数．

证明　由犳∈犅ＢＨ，可知（１－｜狕｜
２）犑犳（狕槡 ）≤β（犳），即

（１－狘狕狘
２） 狘珔狕犺＋狘狕狘

２犺′１狘
２
－狘狕犺＋狘狕狘

２珔犺′２狘槡
２
＝

（１－狘狕狘
２）狘狕狘狘犺＋狕犺′１狘 １－狘ω（狕）狘槡

２
≤β（犳）． （３）

式（３）中：狘ω（狕）狘＝
狘犺＋狕犺′１狘

狘犺＋狕珔犺′２狘
＝狘ω犳（狕）狘＝

狘珔狕犺＋狘狕狘
２犺′１狘

狘狕犺＋狘狕狘
２珔犺′２狘

＝
狘珔犺２＋（狕犺１）′狘
狘珔犺１＋（狕犺２）′狘

．

　　由函数犳是犓?拟正则的，可知对任意的狕∈犇，有｜ω（狕）｜＝｜ω犳（狕）｜＜
犓－１
犓＋１

．

令狕＝狉ｅｉ狋，狋∈（０，２π），狉∈（０，１），则有

犺′１ ＝∑
∞

狀＝１

狀犪狀狕
狀－１
＝∑

∞

狀＝１

狀犪狀狉
狀－１ｅｉ

（狀－１），

　　所以

狘犪狀狘＝狘
１

２π狀∫
２π

０
ｅ－ｉ

（狀－１）犺′１
狉狀－１
ｄ狋狘≤

ｍａｘ
狘狕狘＝狉

狘犺′１狘

狀狉狀－１
． （４）

　　又由于β（犳）的定义可知，对狕∈犇，有

（１－狘狕狘
２） 犑槡 犳 ≤β（犳）．

　　结合式（３），可得狕∈犇．由

狘犺＋狕犺′１狘≤ β（犳）

（１－狘狕狘
２）狘狕狘 １－狘ω（狕）狘槡

２
，

进而有

狘狕犺′１狘≤犕＋ β（犳）

（１－狘狕狘
２）狘狕狘 １－狘ω（狕）狘槡

２
，　　狕∈犇，

从而有

ｍａｘ
狕∈犇
狘狕犺′１狘≤犕＋ β（犳）

（１－狘狕狘
２）狘狕狘 １－狘ω（狕）狘槡

２
．

　　将狕＝狉ｅ
ｉ狋，狋∈（０，２π），狉∈（０，１）代入，可得

ｍａｘ
狉∈（０，１）

狘狕犺′１狘≤犕＋ β（犳）

（１－狉
２）狉 １－狘ω狘槡

２
． （５）

　　由式（４），（５）可得

狘犪狀狘≤
犕

狀狉狀
＋ β（犳）

（１－狉
２）狀狉狀＋１ １－狘ω狘槡

２
≤

１
（１－狉

２）狉狀＋１
（犕
狀
＋β
（犳）（犓＋１）

槡狀 犓
）．
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　　对于函数狉
狀＋１（１－狉２），狉∈（０，１），通过计算，当狉＝

狀＋１
狀槡＋３时，该函数取最大值．将狉＝

狀＋１
狀槡＋３代入，

可得

狘犪狀狘≤
１

（１－狉
２）狉狀＋１

（犕
狀
＋β
（犳）（犓＋１）

槡狀 犓
）≤ （犕＋β

（犳）（犓＋１）

槡犓
）φ（狀）

狀＋３
２狀

．

上式中：φ（狓）＝（１＋
２

狓＋１
）
狓＋１
２ ，且ｌｉｍ

狓→∞
φ（狓）＝犲．由于ｌｏｇφ（狓）＝

狓＋１
２
ｌｏｇφ（狓）＝

狓＋３
狓＋１

，令

ψ（狓）＝ｌｏｇφ（狓）′＝
φ′（狓）

φ（狓）
＝
１

２
ｌｏｇ（

狓＋３
狓＋１

）－
１

狓＋３
，

则有ψ′（狓）＝－
１

（狓＋３）（狓＋１）
＋

１
（狓＋３）２

．因此，当狓≥１时，ψ′（狓）＜０，ψ（狓）单调递减，从而有ψ（狓）＞

ｌｉｍ
狓→∞
ψ（狓）＝０，φ′（狓）＞０．即当狓≥１时φ（狓）≤ｌｉｍ

狓→∞
φ（狓）＝犲，得证．
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