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　　　非线性四阶薛定谔方程的

高阶保能量方法
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摘要：　利用四阶平均向量场方法和拟谱方法构造非线性四阶薛定谔方程的高阶保能量格式，并用构造的高

阶保能量格式数值模拟方程孤立波的演化行为．结果表明：新的格式具有很好的稳定性，可以很好地模拟孤立

波的演化行为，同时，保持了方程的离散能量守恒特性．
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在已有文献中，许多学者构造了非线性四阶薛定谔方程的不同数值算法．Ｋｏｎｇ等
［１］基于分步数值

方法和多辛龙格?库塔方法的思想，设计了一种新的多辛积分因子，即分步多辛（ＳＳＭＳ）方法．黄浪扬
［２］

构造了非线性四阶薛定谔方程的半显式多辛拟谱格式．这些格式在长时间精确数值模拟非线性四阶薛

定谔方程的演化中具有重要的意义，但只能近似地保持方程的能量．近年来，有学者提出在时间方向上

具有二阶精度的平均向量场方法，能保持微分方程固有能量守恒特性．二阶平均向量场方法已经广泛地

应用于计算能量守恒的偏微分方程中［３?５］，并取得了很好的数值结果．如 Ｑｕｉｓｐｅｌ等
［６］提出了具有高阶

精度的平均向量场方法．本文利用四阶平均向量场方法和拟谱方法构造非线性四阶薛定谔方程的高阶

保能量格式，并利用高阶保能量格式数值模拟非线性四阶薛定谔方程孤立波的演化行为．

１　非线性四阶薛定谔方程

考虑强激光光束传输过程中四阶色散项在具有克尔非线性的松散介质中的影响，文献［７?９］建立了
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四阶薛定谔方程，即

ｉ狌狋＋狌狓狓狓狓 ＋犺′（狘狌狘
２）狌＝０，　　ｉ＝ －槡 １． （１）

　　如果考虑外部受限的势能，则方程（１）为受限制的非线性四阶薛定谔方程．文中研究的非线性四阶

薛定谔方程为

ｉ狌狋＋狌狓狓狓狓 ＋α（狘狌狘
２）狌－β犵（狓）狌＝０，　　（狓，狋）∈ （－∞，＋∞）×（０，犜］， （２）

狌（狓，０）＝狌０（狓），　　狓∈ （－∞，＋∞）， （３）

狌（狓，狋）＝狌（狓＋犔，狋），　　狋＝ （－∞，＋∞）． （４）

式（２）～（４）中：狌０（狓）为一个指定的复值函数；犵（狓）为绕原点的波函数．方程在研究动态玻色?爱因斯坦

凝集态、非线性光学之类的问题中具有重要的应用．方程（２）在有限区域内具有能量守恒特性
［１０］，即
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２　非线性四阶薛定谔方程的高阶保能量格式

下面给出非线性四阶薛定谔方程的离散格式．在实际计算中，只能给出方程在有限区域内的数值

解．根据文献［１，１０］，取方程空间求解区域为［０，２π］．

设狌（狓，狋）＝狆（狓，狋）＋狇（狓，狋）ｉ，方程（２）可表示为
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　　方程（６），（７）可以转化为无穷维哈密尔顿系统，即
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式（８）中：狕＝（狆，狇）
Ｔ，哈密尔顿函数为
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　　利用拟谱方法在空间方向离散非线性四阶薛定谔方程（８），空间积分区间Ω＝［０，２π］，犔＝２π，将Ω

分为犖 等分，犺＝犔／犖 为空间步长，犖 为一个正偶数．

空间置配点狓犼＝犪＋犺犼，犼＝０，…，犖－１．令狆犼为狆（狓，狋）在配置点狓犼处的近似值．定义

犛犖 ＝ ｛犵犼（狓）；－犖／２≤犼≤犖／２－１｝

为插值空间．其中，犵犼（狓）是满足犵犼（狓犻）＝δ
犻
犼的正交三角多项式，且犵犼（狓）可以表示为
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其中：犮犾＝１（｜犾｜≠犖／２）；犮－犖／２＝犮犖／２＝２；μ＝２π／犔．对任意狆（狓，狋）∈犆
０（Ω），定义的插值算子犐犖

［１１］为
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　　正交的三角插值算子犐犖 在置配点狓犼满足

犐犖狆（狓犼，狋）＝狆（狓犼，狋），　　犼＝０，…，犖－１．

　　假设犘＝（狆０，狆１，…，狆犖－１）
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称犇犽 为犽阶微分矩阵．通过计算可以得到
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　　犇１，犇２ 分别是一阶和二阶谱矩阵，即
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　　利用二阶微分矩阵犇２ 近似二阶偏导算子狓狓，可以得到方程（６），（７）的半离散拟谱格式，即
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式（１０），（１１）中：犃＝（犇２）
２；犼＝０，１，…，犖－１．式（１０），（１１）可以表示为有限维哈密尔顿系统，即
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　　用四阶平均向量场方法离散哈密尔顿系统（１２），可得方程（２）的高阶保能量格式为
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犇２；犅，犆为犖×犖 对角矩阵；犇，犌为对角矩阵，即
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　　式（１３）可以被表示为矩阵向量形式，即
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　　式（１５），（１６）等价于
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　　式（１４）可以表示为

犃（τ，犺）犝
狀＋１
＝犅（τ，犺）犝

狀
＋τ犉（犝

狀＋１，犝狀），　　狀＝１，２，…．

上式中：犝狀＝［（犘狀）Ｔ，（犙
狀）Ｔ］Ｔ；犃（τ，犺），犅（τ，犺）为可逆矩阵；犉（犝

狀＋１，犝狀）为非线性系统中的非线性项．

　　利用不动点迭代的方法解决代数系统
［１０］，即犃（τ，犺）犝

狀＋１，（犽＋１）＝犅（τ，犺）犝
狀＋τ犉（犝

狀＋１，（犽），犝狀），狀＝１，

２，…，犽＝１，２，…．在迭代步骤中，有犝狀＋１
，（０）＝犝狀．在迭代终止时，有ｍａｘ

犼
｜狌

狀＋１，（犽＋１）
犼 －狌狀＋１

，（犽）
犼 ｜＜１０

－１３，或

者ｍａｘ
犼
｜［犃（τ，犺）犝

狀＋１，（犽＋１）－犅（τ，犺）犝
狀－τ犉（犝

狀＋１，（犽），犝狀）］犼｜＜１０
－１３．

３　数值模拟

为了验证高阶保能量格式（１４）的保能量守恒特性，定义相对能量误差为

ＲＥ（狋狀）＝
犈（犣狀）－犈（犣

０）

犈（犣０）
．

上式中：犈（犣０）为狋０＝０时刻的初始能量；犈（犣
狀）为能量函数（５）在狋狀＝狀τ时刻的离散能量，犈（犣

狀）＝

犺∑
犖－１

犻＝０

（β
２
犵（狓犻）（（狆

狀
犻）
２＋（狇

狀
犻）
２）－

α
４
（（狆

狀
犻）
２＋（狇

狀
犻）
２）２）－

１

２
（（犙

狀）Ｔ（犇２）
２（犙

狀）＋（犘狀）Ｔ（犇２）
２（犘狀））．

３．１　数值模拟１

选择α＝６，β＝１５０，犵（狓）＝ｓｉｎ
２狓，取方程（２）的初值条件为

狌（狓，０）＝
５

槡２
（１＋ｉ）ｓｉｎ狓．

　　周期犔＝２π，取时间步长τ＝０．０００１，空间置配点犖＝２０．非线性四阶薛定谔方程在狋＝２时刻的实

部的数值解Ｒｅ（μ）和虚部的数值解Ｉｍ（μ），如图１所示．方程在狋∈［０，２］内的相对能量误差ＲＥ，如图２

所示．图２中：能量误差达到机器精度，可忽略．由图１，２可知：高阶保能量格式（１４）可以很好地模拟方

程孤立波的演化行为，且精确地保持了方程的离散能量守恒特性．

　（ａ）实部 （ｂ）虚部　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　图１　孤立波在狋＝２时的实部和虚部的数值解　 　图２　孤立波在狋∈［０，２］内的相对能量误差变化

　　　　　Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｎｅｒｇｙｅｒｒｏｒｓｏｆ

　　　　　ｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅａｔ狋＝２　　　　　　　　　　　　　　ｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅａｔ狋∈［０，２］

３．２　数值模拟２

取α＝１，β＝１，犵（狓）＝ｃｏｓ
２狓，取方程（２）初值条件为

狌（狓，０）＝ｅｘｐ（ｉπ／６）ｃｏｓ狓．

　　犔＝２π，取时间步长τ＝０．００００１，空间置配点犖＝２０．方程在狋＝１时刻的实部和虚部的数值解，如

５４７第５期　　　　　　　　　　　王一帆，等：非线性四阶薛定谔方程的高阶保能量方法
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图３所示．方程在狋∈［０，１］内的相对能量误差，如图４所示．图４中：能量误差小，同样可忽略．因此，高

阶保能量格式有好的计算精度，并且同样可以精确保持方程的离散能量守恒特性．

（ａ）实部 （ｂ）虚部　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　 图３　孤立波在狋＝１时实部和虚部的数值解 　　　图４　孤立波在狋∈［０，１］内的相对能量误差变化

　　　Ｆｉｇ．３　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｎｅｒｇｙｅｒｒｏｒｓｏｆ

　　　　ｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅａｔ狋＝１　　　　　　　　　　　　　ｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅａｔ狋∈［０，１］

４　结束语

基于四阶平均向量场方法，构造了非线性四阶薛定谔方程的高阶保能量格式．利用构造的高阶保能

量格式数值模拟方程孤立波的演化并分析格式的相对能量误差变化．数值结果表明：高阶保能量格式可

以精确地模拟非线性四阶薛定谔方程孤立波的实部和虚部的运动，同时，能精确地保持方程的的离散能

量守恒特性．在保非线性四阶薛定谔方程的能量守恒特性方面，文中的格式具有优越性．
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２．２　论文题名字数一般不超过１８字，必要时可加副题．文中各级层次标题要简短明确，一般不超过１５

字，且同一层次的标题应尽可能“排比”．

２．３　署名作者应对选题、研究、撰稿等作出主要贡献并能文责自负，一般以不超过３名为宜．作者单位

应标明单位、所在城市、省份及邮政编码．

２．４　摘要应包括研究的目的、使用的方法、获得的结果和引出的结论等，应写成独立性短文且不含图表

和引用参考文献序号等．其篇幅一般以１５０～２５０字左右为宜，关键词以４～８个为宜．

２．５　量和单位符号等要符合国家标准和国际标准．

２．６　能用文字说明的问题，尽量不用图表；画成曲线图的数据，不宜再列表．图表应有中英文标题．

２．７　参考文献仅选最主要的，且已公开发表的，按规范的内容、顺序、标点书写列入，并按其在文中出现

的先后次序进行编号和标注．参考文献不少于１０篇，未公开发表的资料不引用．

２．８　英文摘要尽可能与中文摘要对应，包括题目、作者姓名、作者单位、摘要、关键词．用过去时态叙述

作者工作，用现在时态叙述作者结论，并符合英文写作规范．

２．９　文稿首页地脚处依次注明收稿日期；通信作者为可联系作者的姓名、出生年、性别、职称、学历、研

究方向、电子邮件地址；基金项目为课题资助背景及编号，可几项依次排列．

２．１０　投稿请直接登陆本刊唯一官方网站（ｗｗｗ．ｈｄｘｂ．ｈｑｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）在线投稿．
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·《中文核心期刊要目总览》　　　·犐犛犜犐犆中国科技核心期刊

·犚犆犆犛犈中国核心学术期刊　　　·全国优秀科技期刊

·中国期刊方阵“双效期刊”　　　·华东地区优秀期刊

　　　·中国科技论文在线优秀期刊

本刊被以下国内外检索期刊和数据库列为固定刊源

　　 ·美国《化学文摘》（ＣＡＳ）　　·俄罗斯《文摘杂志》（ＡＪ，ＶＩＮＩＴＩ）

　　 ·波兰《哥白尼索引》（ＩＣ）　　·荷兰《文摘与引文数据库》（Ｓｃｏｐｕｓ）

　　 ·“ＳＴＮ国际”数据库 　　·德国《数学文摘》（ＺｂｌＭＡＴＨ）

　　 ·中国科学引文数据库 　　·中国学术期刊综合评价数据库

　　 ·中国科技论文统计期刊源　　·中国期刊网

　　 ·中国学术期刊（光盘版）　　·万方数据库

　　 ·中文科技期刊数据库 　　·中国机械工程文摘

　　 ·中国力学文摘 　　·中国化学化工文摘

　　 ·中国生物学文摘 　　·中国无线电电子学文摘

　　 ·中国数学文摘 　　·中国物理文摘
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