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　　　重心插值配点法求解犃犾犾犲狀?犆犪犺狀方程

翁智峰，姚泽丰，赖淑琴
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摘要：　利用重心插值配点法（重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法和重心有理插值配点法）构造包含时间、空间变量的

近似函数，给定Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ点族；将重心插值配点法代入Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程及定解条件，得到离散方程组，并采

用Ｎｅｗｔｏｎ迭代格式求解方程组．数值算例表明：文中的配点法具有较高精度；利用２种配点法的能量函数满

足能量递减规律．
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１９７９年，为描述晶体中反相位边界运动，Ａｌｌｅｎ和Ｃａｈｎ引入Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程．Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程广

泛运用于处理诸如图像分析［１］、平均曲率?流量
［２］、晶体生长［３］等问题，也用于描述生物种群的竞争与排

斥现象［４］、河床的迁移过程［５］等许多扩散现象．研究 Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程的数值解方法有很多，如有限差

分［６?７］、有限元［８?９］、谱方法［１０?１１］等．Ｚｈａｉ等
［７］利用紧致差分交替方向隐式（ＡＤＩ）方法求解高维 Ａｌｌｅｎ?

Ｃａｈｎ方程．Ｆｅｎｇ等
［８］给出内罚间断有限元方法求解Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程的理论分析．Ｆｅｎｇ等

［１０］利用犘?自

适应谱亏量校正法求解Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程．文献［１１?１４］采用算子分裂方法求解Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程．这些方

法都是基于网格剖分方法求解．重心插值配点法是通过采用一些特殊的插值节点，如Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ点族，

以得到较高的数值精度及稳定性．庄清渠等
［１５］采用Ｂｉｒｋｈｏｆｆ配点法求解四阶常微分方程．李淑萍等

［１６］

提出可以同时在空间域和时间域采用重心插值配点法计算，在很大程度上，扩展该方法的研究领域．
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在利用重心插值配点法对Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程进行数值计算时，可以采用直接线性化迭代格式或Ｎｅｗｔｏｎ

线性化迭代格式进行求解．一般来说，Ｎｅｗｔｏｎ线性化迭代格式的收敛速度要比直接迭代线性化迭代格

式快，在一些直接线性化迭代法不收敛的非线性问题上，线性化迭代格式是收敛的．因此，本文采用一种

高精度无网格方法?重心插值配点法对Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程进行数值求解．

１　犃犾犾犲狀?犆犪犺狀方程的数值解

１．１　犃犾犾犲狀?犆犪犺狀方程

Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程是一类非齐次半线性泊松方程．设基本能量泛函为犈（狌），它是由狌离开物相的惩

罚项犉（狌）和扩散项Δ狌决定，则Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程可表示为

犈（狌）＝∫
犪

犫

［１

ε
２犉（狌）＋

１

２
狘狌

２
狘］． （１）

　　图１　犉（狌）＝
１

４
（狌２－１）２ 的图像

　　Ｆｉｇ．１　Ｉｍａｇｅｏｆ犉（狌）＝
１

４
（狌２－１）２

式（１）中：犉（狌）＝
１

４
（狌２－１）２ 关于狌求导，得犉′（狌）＝狌（狌２－１）．

犉（狌）的图像，如图１所示．由图１可知：狌＝±１为图像的稳定

点，也是极小值点．

通过对式（１）进行变分和Ｔａｙｌｏｒ展开，可得Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方

程，即

狌狋＋
１

ε
２狌（狌

２
－１）－Δ狌＝０，　　狋∈ ［０，犜］，

狌（犪，狋）＝１，　　狌（犫，狋）＝－１，　　狋∈ ［０，犜］，

狌０（狓）＝狌（狓，０），　　狓∈ ［犪，犫］

烍

烌

烎．

（２）

１．２　犔犪狀犵狉犪狀犵犲插值

设有狀＋１个不同的插值节点狓犼（犼＝１，２，…，狀），以及其相

对应的一组实数犳犼．若多项式插值狆（狓）满足狆（狓犼）＝犳犼，犼＝１，

２，…，狀，则多项式插值可以写成Ｌａｎｇｒａｎｇｅ插值公式，即

狆（狓）＝∑
狀

犼＝１

犔犼（狓）犳犼，　　犔犼（狓）＝
∏
狀

犽＝１，犽≠犼

（狓－狓犽）

∏
狀

犽＝１，犽≠犼

（狓犼－狓犽）

，　　犼＝１，２，…，狀． （３）

式（３）中：犔犼（狓）为Ｌａｎｇｒａｎｇｅ插值基函数，犔犼（狓犽）＝δ犼，犽＝
１，　　犼＝犽，

０，　　犼≠犽｛ ．

１．３　重心犔犪狀犵狉犪狀犵犲插值

令犾（狓）＝（狓－狓１）（狓－狓２）…（狓－狓狀），定义重心权ω犼 ＝
１

∏
犼≠犽

（狓犼－狓犽）
，犼＝１，２，…，狀，则插值基函

数可以表示为

犔犼（狓）＝
犾（狓）ω犼
狓－狓犼

，　　犽＝１，２，…，狀． （４）

　　将式（４）代入Ｌａｎｇｒａｎｇｅ插值式（３），得到Ｌａｎｇｒａｎｇｅ插值的另一种表现形式，即

狆（狓）＝犾（狓）∑
狀

犼＝１

ω犼
狓－狓犼

犳犼． （５）

　　将式（５）插值常数１，可得恒等式为

１＝∑
狀

犼＝１

犔犼（狓）＝犾（狓）∑
狀

犼＝１

ω犼
狓－狓犼

． （６）

　　依据式（５），（６），重心Ｌａｎｇｒａｎｇｅ插值公式为
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狆（狓）＝
∑
狀

犼＝１

ω犼
狓－狓犼

犳犼

∑
狀

犼＝１

ω犼
狓－狓犼

． （７）

　　重心Ｌａｎｇｒａｎｇｅ插值是向前稳定的，但在数值分析中，常用等距插值节点，其插值是病态的．通过选

用一些特殊的插值节点分布，重心Ｌａｎｇｒａｎｇｅ插值公式具有非常好的数值稳定性．

采用第２类Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ点族，节点狓犼＝ｃｏｓ（
犼
狀
π），犼＝０，１，…，狀，其重心Ｌａｎｇｒａｎｇｅ插值的插值权为

ω犼＝（－１）
犼δ犼，δ犼＝

１

２
，　犼＝０或狀，

１，　　其他
烅

烄

烆 ．

１．４　重心有理插值

给定插值节点狓犼，犻＝０，１，…，狀，以及其对应的函数值犳犻，选择一个整数犱满足０≤犱≤狀，对于每一

个犻＝０，１，…，狀－犱，令狆犻为插值犱＋１个点对（狓犻，犳犻），（狓犻＋１，犳犻＋１），…，（狓犻＋犱，犳犻＋犱）的多项式，其次数至

多为犱个，则

狉（狓）＝
∑
狀－犱

犻＝０

λ犻（狓）狆犻（狓）

∑
狀－犱

犻＝０

λ犻（狓）

． （８）

式（８）中：λ犻（狓）＝（－１）
犻／（（狓－狓犻）…（狓－狓犻＋犱））．

将多项式狆犻（狓）写成Ｌａｎｇｒａｎｇｅ公式的形式，有

∑
狀－犱

犻＝０

λ犻（狓）狆犻（狓）＝∑
狀

犽＝０

ω犽
狓－狓犽

犳犽． （９）

式（９）中：ω犽 ＝∑
犻∈犑犽

（－１）
犻

∏
犻＋犱

犼＝犻，犼≠犽

１

狓犽－狓犼
．指标集犑犽 ＝ ｛犻∈犐：犽－犱≤犻≤犽｝，常数１的Ｌａｎｇｒａｎｇｅ插值

公式有恒常式１＝∑
犻＋犱

犽＝犻
∏
犻＋犱

犼＝犻，犼≠犽

狓－狓犻
狓犽－狓犼

，由此可得

∑
狀－犱

犻＝０

λ犻（狓）＝∑
狀

犽＝０

ω犽
狓－狓犽

． （１０）

　　将式（９），（１０）代入式（８），可得到重心有理插值公式狉（狓）＝
∑
狀

犼＝０

ω犼
狓－狓犼

犳犼

∑
狀

犻＝０

ω犼
狓－狓犼

．其中，插值权ω犼由ω犽 ＝

∑
犻∈犑犽

（－１）
犻

∏
犻＋犱

犼＝犻，犼≠犽

１

狓犽－狓犼
确定．

１．５　犖犲狑狋狅狀迭代格式下的犃犾犾犲狀?犆犪犺狀方程

利用Ｔａｙｌｏｒ展开，对Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程中狌狋＋狌（狌
２－１）／ε

２－Δ狌＝０的非线性项犳（狌）＝狌（狌
２－１）在

函数狌０ 处展开，并忽略其高阶项，可得犳（狌）≈犳（狌０）＋犳′（狌０）（狌－狌０）．将该式运用于犳（狌）＝狌（狌
２－１），

即可得犳（狌）≈－２狌
３
０＋（３狌

３
０－１）狌．因此，狌狋＋

１

ε
２狌（狌

２－１）－Δ狌＝０的牛顿迭代格式为

狌狋－狌狓，狓＋
１

ε
２
（３狌２狀－１－１）狌狀 ＝ （２狌

３
狀－１）／ε

２． （１１）

１．６　重心插值配点法计算的犃犾犾犲狀?犆犪犺狀方程

Ｎｅｗｔｏｎ迭代格式下的Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程显然是１个一维的热传导方程，故考虑一般形式的一维热

传导方程的推导，其形式为

狌（狓，狋）

狋
＝犽（狓，狋）·


２狌（狓，狋）

狓
２ ＋犳（狓，狋），　　狓∈ （犪，犫），　狋∈ （０，＋∞）． （１２）
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式（１２）中：狌（犪，狋）＝φ１（狋），狌（犫，狋）＝φ２（狋）为边界条件；狌（狓，０）＝ψ（狓）为初始条件．

１．６．１　一维热传导方程的离散化及推导　设时间犜的计算区间为［０，犜］，将区域［犪，犫］和［０，犜］分别

离散化为犿，狀个Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ计算节点和０＝狋１＜狋２＜…＜狋狀＝犜．区域Ω＝［犪，犫］×［０，犜］上的犿×狀个

张量积型计算节点为（狓犻，狋犼），犻＝１，…，犿，犼＝１，…，狀；每个点的值记为狌犻（狋犼）＝狌（狓犻，狋犼）＝狌犻，犼，犻＝１，…，

犿，犼＝１，…，狀．则未知函数狌（狓，狋）在节点狓１，狓２，… ，狓犿 上的重心插值近似值为

狌（狓，狋）＝∑
犿

犼＝１

犔犼（狓）狌犼（狋）． （１３）

　　将式（１３）代入式（１２），则方程在节点狓１，狓２，…，狓犿 上成立，常微分方程组为

∑
犿

犼＝１

犔犼（狓犻）狌′犼（狋）－犽（狓犻，狋）∑
犿

犼＝１

犔″犼（狓犻）狌犼（狋）＝犳（狓犻，狋），　　犻＝１，２，…，犿． （１４）

　　令犽（狓犻，狋）＝犽犻（狋），犳（狓犻，狋）＝犳犻（狋），犻＝１，２，…，犿，注意到犔″犼（狓犻）＝犆
（２）
犻，犼，其中，犆

（犽）
犻，犼，犽＝１，２为节点

狓１，狓２，…，狓犿 上重心插值的犽阶微分矩阵元素，故式（１４）写成矩阵的形式为

狌′１（狋）



狌′犿（狋

熿

燀

燄

燅）

－

犽１（狋）

…

犽犿（狋

熿

燀

燄

燅）

犆
（２）
１，１ … 犆

（２）
１，犿

 

犆
（２）
犿，１ … 犆

（２）
犿，

熿

燀

燄

燅犿

狌１（狋）



狌犿（狋

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

＝

犳１（狋）



犳犿（狋

熿

燀

燄

燅）

． （１５）

　　对于区间［０，犜］上的节点狋１，狋２，…，狋狀，未知函数狌犻（狋）在节点狋１，狋２，…，狋狀 的值记狌犻（狋犼）＝狌（狓犻，狋犼）＝

狌犻，犼，犻＝１，２，…，犿；犼＝１，２，…，狀．

未知函数狌犻（狋）在节点狋１，狋２，…，狋狀 上的重心插值近似值为

狌犻（狋）＝∑
狀

犽＝１

犔犽（狋）狌犻，犽，　　犻＝１，２，…，犿． （１６）

　　将式（１６）代入方程组（１５），且该方程组在节点狋１，狋２，…，狋狀 上成立，则有

∑
狀

犽＝１

犔′犽（狋犼）狌１，犽



∑
狀

犽＝１

犔′犽（狋犼）狌犿，

熿

燀

燄

燅
犽

－

犽１（狋犼）

…

犽犿（狋犼

熿

燀

燄

燅）

犆
（１）
１，１ … 犆

（１）
１，犿

 

犆
（１）
犿，１ … 犆

（１）
犿，

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 犿

×

∑
狀

犽＝１

犔犽（狋犼）狌１，犽



∑
狀

犽＝１

犔犽（狋犼）狌犿，

熿

燀

燄

燅

烍

烌

烎
犽

＝

犳１（狋犼）



犳犿（狋犼

熿

燀

燄

燅）

，　　犼＝１，２，…，狀． （１７）

　　文中令犽犻＝ｄｉａｇ（犽犻（狔１），犽犻（狔２），…，犽犻（狔狀）），其中，犻＝１，２，…，犿；狌犻＝［狌犻，１，狌犻，２，…，狌犻，狀］
Ｔ；犳犻＝

［犳犻，１，犳犻，２，…，犳犻，狀］
Ｔ＝［犳犻（狋１），犳犻（狋２），…，犳犻（狋狀）］

Ｔ．并记犔′犽（狋犼）＝犇
（１）
犽，犼，其中，犇

（犽）
犽，犼（犽＝１，２）为节点狋１，

狋２，…，狋狀 上重心插值的犽阶微分矩阵，方程组（１７）可以改写成矩阵形式，即

（犐犿 犇
（１））

狌１



狌

熿

燀

燄

燅犿

－

犽１

…

犽

熿

燀

燄

燅犿

（犆
（２）
犐狀）

狌１



狌

熿

燀

燄

燅犿

＝

犳１



犳

熿

燀

燄

燅犿

． （１８）

式（１８）中：符号为矩阵的Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积；犆
（犽），犇

（犽）（犽＝１，２）分别为关于节点和节点狋１，狋２，…，狋狀 的重心

插值犽阶微分矩阵；犐犿，犐狀 分别为犿，狀阶单位矩阵．

１．６．２　一维热传导方程重心插值配点法的形式　重心插值配点法最终的计算格式为

（犐犿 犇
（１））－犽（犆

（２）
犐狀［ ］）犝 ＝犉． （１９）

式（１９）中：犆
（２）为关于节点狓１，狓２，…，狓犿 的２阶微分矩阵，犇

（１）为关于节点狋１，狋２，…，狋狀 的１阶微分矩阵；

犉＝［犳１，１，…，犳１，狀；犳２，１，…，犳２，狀；犳犿，１，…，犳犿，狀］
Ｔ；犝＝［狌１，１，…，狌１，狀；狌２，１，…，狌２，狀；狌犿，１，…，狌犿，狀］

Ｔ．

１．６．３　初始及边界条件的处理　对于边界条件，其离散形式为狌（狓犻，０）＝狌犻，１＝ψ（狓犻），犻＝１，２，…，犿．
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犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

记矩阵形式为

（犐犿 犲
１
狀）犝 ＝ ［ψ（狓１），…，ψ（狓犿）］

Ｔ． （２０）

式（２０）中：犲１狀 为狀阶单位矩阵第１行．

对于初始条件，其离散形式为

狌（犪，狋犽）＝狌１，犽 ＝φ１（狋犽），　　狌（犫，狋犽）＝狌犿，犽 ＝φ２（狋犽），　　犽＝１，２，…，狀． （２１）

　　记矩阵形式为

（犲１犿 犐狀）犝 ＝ ［φ（狓１），…，φ（狓狀）］
Ｔ，　　（犲

犿
犿 犐狀）犝 ＝ ［φ（狓１），…，φ（狓狀）］

Ｔ． （２２）

１．７　犃犾犾犲狀?犆犪犺狀方程在重心插值配点法下的计算格式

依据节１．６．１，１．６．２可知，Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程在重心插值配点法下的计算式为

犇
（０，１）
－犇

（２，０）
＋ｄｉａｇ（

３狌２狀－１－１

ε
２［ ］）狌狀 ＝２狌

２
狀－１

ε
２ ． （２３）

　　采用置换法的边界条件施加方法，对上述公式进行迭代求解．其中，犇
（０，１）为狋的一阶微分矩阵，

犇
（２，０）为狓的２阶微分矩阵．

２　数值算例

通过数值算例验证重心插值配点法的精度及稳定性．为方便分析，对如下符号进行解释，即

犈∞ ＝ ‖狔ｃ－狔ｅ‖∞，　　犈ｒ＝ ‖狔ｃ－狔ｅ‖∞／‖狔ｅ‖∞． （２４）

式（２４）中：狔ｃ，狔ｅ分别为数值解和解析解的列向量；‖·‖∞为向量的欧式范数．

２．１　算例１

使用Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程验证重心插值配点法的准确性．Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程的精确解为

狌＝
１

２
１－ｔａｎｈ（

狓－狊狋

槡２２ε
（ ））． （２５）

式（２５）中：狊＝３／（槡２ε）；狓的取值范围为（－２，２）；狋的取值范围为（０，１］；ε＝０．３．

在节１．６．２重心插值配点法计算公式的基础上，选取狓∈（－２，２），狋∈（０，１］区间段进行插值．将狓，

狋值离散化，－２＝狓１＜狓２＜…＜狓犖＝２，０＝狋１＜狋２＜…＜狋犕＝１，其中，犖，犕 为剖分节点数，犖＝２０，３０，

３５，犕＝２０，３０，４０，４５．利用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值法及重心有理插值法进行计算，结果如表１所示．

表１　不同插值配点法在区间狓∈［－２，２］，狋∈［０，１］的计算结果

Ｔａｂ．１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｉｎｉｎｔｅｒｖａｌ狓∈［－２，２］，狋∈［０，１］

犖 犕
重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法

犈∞ 犈ｒ

重心有理插值配点法

犈∞ 犈ｒ

２０ ２０ ６．５６３４×１０－４ ３．５４２２×１０－５ ８．１４６４×１０－４ ４．３９６５×１０－５

３０ ２０ ８．０３８２×１０－４ ３．５６８８×１０－５ ９．９７９８×１０－４ ４．４３０８×１０－５

３０ ３０ １．１２６６×１０－５ ４．１１０９×１０－７ ３．５２５２×１０－５ １．２８６４×１０－６

３０ ４０ ２．２９４０×１０－７ ７．２７３５×１０－９ １．７６６４×１０－６ ５．６００７×１０－８

３５ ４５ １．０００６×１０－９ ２．６７００×１０－１１ ３．４６７５×１０－７ ９．６２８０×１０－９

　　由表１可知：在利用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法及重心有理插值配点法求解Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程的过

程当中，随着节点个数的增加，在区间狓∈［－２，２］，狋∈［０，１］上，重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法的绝对值误

差犈∞的数量级从１０
－４下降到１０－９，相对误差犈ｒ的数量级从１０

－５下降到１０－１１，重心有理插值的绝对值

误差犈∞的数量级从１０
－４下降到１０－７，相对误差犈ｒ的数量级从１０

－５下降到１０－９．

综上，利用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法及重心有理插值配点法求解Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程具有较高的精

度，并且在剖分节点数量一样的情况下，采用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法得到的结果精度略高于重心有

理插值配点法．两个区间的数值解及误差分布图，分别如图２，３所示．图２，３中：狓为空间自变量；狋为时

间自变量；狌犺 为数值解．

由图２可知：重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法和重心有理插值配点法的数值解图像均逼近于真实解，具

有较高的精度．

由图３可知：重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法比重心有理插值配点法的精度高．
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犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

　（ａ）重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法　　　　　　 　　　　　　　（ｂ）重心有理插值配点法

图２　不同插值配点法在区间狓∈［－２，２］，狋∈［０，１］数值解

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｉｎｉｎｔｅｒｖａｌ狓∈［－２，２］，狋∈［０，１］

　（ａ）重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法　　　　　　　 　　　　　　（ｂ）重心有理插值配点法

图３　不同插值配点法在区间狓∈［－２，２］，狋∈［０，１］误差分布图

Ｆｉｇ．３　Ｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｉｎｉｎｔｅｒｖａｌ狓∈［－２，２］，狋∈［０，１］

２．２　算例２

定义离散能量函数犈（狌）为

犈犺（狌狀）＝
犺

４ε
２∑

犖

犻＝０

［（狌狀犻）
２
－１］

２
＋
犺
２∑

犖－１

犻＝１

［狌
狀
（犻＋１）－狌

狀
（犻－１）

２犺
］２． （２６）

　　初值狌
０＝ε·ｓｉｎ（１．５π·狓），取Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件，可得左边界值狌０＝１，右边界值狌狀＝－１，且狋∈

［０，２］，狓∈［－１，１］．对狋，狓进行离散化，狓１＜狓２＜…＜狓犖，狋１＜狋２＜…＜狋犕，其中，犖＝５０，犕＝２５．此时，犺

为相邻两个狓离散节点的步长，Δ狋为相邻两个狋离散节点的步长．

当ε＝０．１０，ε＝０．０２时，重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法和重心有理插值配点法的运行结果，如图４～７

　（ａ）重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法　　　　　　　　　 　　　　（ｂ）重心有理插值配点法

图４　不同插值配点法牛顿线性格式能量随时间的变化（ε＝０．１０）

Ｆｉｇ．４　ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆｅｎｅｒｇｙｏｆＮｅｗｔｏｎｌｉｎｅａｒｓｃｈｅｍｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ（ε＝０．１０）
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　（ａ）重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法　　　　　　　　　　　 　　（ｂ）重心有理插值配点法

图５　不同插值配点法牛顿线性格式能量随时间的变化（ε＝０．０２）

Ｆｉｇ．５　ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆｅｎｅｒｇｙｏｆＮｅｗｔｏｎｌｉｎｅａｒｓｃｈｅｍｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ（ε＝０．０２）

（ａ）重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法　　　　　　　　　　　　　（ｂ）重心有理插值配点法　

图６　不同插值配点法牛顿线性格式数值解图像（ε＝０．１０）

Ｆｉｇ．６　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｍａｇｅｏｆＮｅｗｔｏｎｌｉｎｅａｒｆｏｒｍａｔｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ（ε＝０．１０）

（ａ）重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法　　　　　　　　　　　　　（ｂ）重心有理插值配点法　　

图７　不同插值配点法牛顿线性格式数值解图像（ε＝０．０２）

Ｆｉｇ．７　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｍａｇｅｏｆＮｅｗｔｏｎｌｉｎｅａｒｆｏｒｍａｔｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ（ε＝０．０２）

所示．由图４可知：当ε＝０．１０时，能量函数犈（狌）随着时间狋的增加不断减少，最后能量趋于一个稳定

的状态．由图６可知：随着狓的不断变大，数值解的值从１开始不断向－１趋近．比较图４，５可知：随着ε

的变小，趋于稳定状态时的能量值将会变大．总的来说，使用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法的数值解图像更

加光滑，插值效果略好于重心有理插值配点法．

３　结束语

利用重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法和重心有理插值配点法的牛顿线性迭代格式求解Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程

的数值解，通过数值算例比较Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程两个区间段内的数值解和误差，并验证其数值解满足能

９３１第１期　　　　　　　　　　 　翁智峰，等：重心插值配点法求解Ａｌｌｅｎ?Ｃａｈｎ方程



犺狋狋狆：∥狑狑狑．犺犱狓犫．犺狇狌．犲犱狌．犮狀

量递减规律．通过第１个算例验证重心插值配点法的精确度，经分析比较之后，发现重心插值配点法具

有数值稳定性好及近似度高的特点．通过第２个数值算例，发现能量函数递减的规律．
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