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摘要：　采用双曲度量的方法，给出多复变双全纯映射的从属原理．建立复平面上单连通区域犇上的Ｒｏｐｅｒ

Ｓｕｆｆｒｉｄｇｅ算子，ＲｏｐｅｒＳｕｆｆｒｉｄｇｅ算子保持β型螺形映射．结果表明：当犇＝Δ为单位圆盘时，主要结果推广了

先前已知的结果．
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１　预备知识

记Δ为复平面犆中的单位圆盘，即Δ＝｛狕∈犆：｜狕｜＜１｝．设犡是复Ｂａｎａｃｈ空间，Ω∈犡 为包含原点

的区域，若犳：Ω→犡 是双全纯映射，满足犳（０）＝０，犇犳（０）＝犐，其中，犐是犡 中的恒等算子，则称犳为Ω

上的正规化双全纯映射．记犛（Ω）为Ω上的正规化双全纯映射全体．

设犌犆为单连通区域，记λ犌（狕）ｄ狕 为犌 上的双曲度量．当犌＝Δ时，有

λΔ（狕）ｄ狕 ＝
２ｄ狕

１－ 狕 ２
，　　狕∈Δ．

１９９５年，Ｒｏｐｅｒ等
［１］引入ＲｏｐｅｒＳｕｆｆｒｉｄｇｅ算子Φ１

２
（犳）（狕）＝犉（狕）＝（犳（狕１）， 犳′（狕１槡 ）狕０），其中，犳

为Δ上的正规化局部双全纯函数，狕＝（狕１，狕０）∈犅
狀，狕０＝（狕２，…，狕狀）∈犆

狀－１，幂函数取 犳′（０槡 ）＝１的解

析单值分支．

ＲｏｐｅｒＳｕｆｆｒｉｄｇｅ算子可以保持一些重要的解析和几何特征，例如凸性、星形性和Ｂｌｏｃｈ性质等．通
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过ＲｏｐｅｒＳｕｆｆｒｉｄｇｅ算子可构造出很多星形映射、凸映射和Ｂｌｏｃｈ映射的具体实例
［２１１］．

２０２２年，王建飞等
［７］利用文献［８］的结果，证明了ＲｏｐｅｒＳｕｆｆｒｉｄｇｅ算子保持ε星形映射，从而得到

定理Ａ．

定理犃
［７］
　设犇是犆中包含原点的单连通区域且不等于犆，犡 是以 · 犡 为范数的复Ｂａｎａｃｈ空

间．若犳是犇 上的正规化双全纯ε星形函数，０≤ε≤１，则

Φ１
狉
（犳）（狕，狑）＝犉（狕，狑）＝ （犳（狕），（犳′（狕））

１
狉狑），

是Ω狉（犇）＝ （狕，狑）∈犆×犡：狑
狉
犡＜

１

λ犇（狕｛ ｝）（狉≥１）上的正规化双全纯ε星形映射，（狕，狑）∈Ω狉（犇），幂
函数取（犳′（狕））

１
狉｜狕＝０＝１的解析单值分支．

文献［７］进一步给出了更一般的结论（定理Ｂ）．

定理犅
［７］
　 设犇是犆中包含原点的单连通区域且不等于犆，犡犼是以 · 犡

犼
为范数的复Ｂａｎａｃｈ空

间，犼＝２，…，狀．如果犳是犇 的正规化双全纯ε星形函数，０≤ε≤１，则有

犉（狕，狑）＝ （犳（狕），（犳′（狕））
１
狉
２狑２，…，（犳′（狕））

１
狉
狀狑狀），

是Ω狉
２
，…，狉狀
（犇）＝： （狕，狑２，…，狑狀）∈犆×犡２×…×犡狀：∑

狀

犼＝２

狑犼
狉
犼

犡
犼
＜

１

λ犇（狕｛ ｝）（狉２，…，狉狀≥１）上的正规
化双全纯ε星形映射，其中，（狕，狑２，…，狑狀）∈Ω狉

２
，…，狉狀
（犇），幂函数取（犳′（狕））

１
狉｜狕＝０＝１的解析单值分支．

星形映射、凸映射和螺形映射等函数类与从属关系具有密切的联系，通过多复变双全纯映射的从属

原理，得到螺形映射的性质，需要引入定义１，定义２．

定义１
［１２１３］

　设Ω为复Ｂａｎａｃｈ空间犡中的区域，０∈Ω．犉：Ω→犡，犌：Ω→犡 为２个双全纯映射，如

果存在Ｓｃｈｗａｒｚ映射犞：Ω→Ω，犞（０）＝０，使得

犉（狕）＝犌（犞（狕）），　　狕∈Ω，

那么称犉从属于犌，记作犉犌．

定义２
［１３１４］设Ω为复Ｂａｎａｃｈ空间犡中的区域，０∈Ω．若犉：Ω→犡 是正规化双全纯映射，β ＜

π
２

且ｅｘｐ（－狋ｅ
ｉβ）犉（狕）∈犉（Ω）（ｅｘｐ（－狋ｅ

ｉβ）犉犉），狋≥０，狕∈Ω，称犉为Ω 上的β型螺形映射．特别地，当β＝

０时，犉即为Ω 上的正规化双全纯星形映射．

２　相关引理

为了证明主要结果，需要引入引理１，引理２．

引理１
［１５］
　设犌１犆，犌２犆为两个单连通区域．如果犳：犌１→犌２ 为全纯函数，那么有

λ犌
２
（犳（狕））犳′（狕）≤λ犌

１
（狕），　　狕∈犌１．

引理２　设犇犆为包含原点的单连通区域，犡是以 · 犡为范数的复Ｂａｎａｃｈ空间．如果犳：犇→犇

为双全纯函数，犳（０）＝０，那么有

Φ１
狉
（犳）（狕，狑）＝犉（狕，狑）＝ （犳（狕），（犳′（狕））

１
狉狑），

为Ω狉（犇）＝ （狕，狑）∈犆×犡：狑
狉
犡＜

１

λ犇（狕｛ ｝）（狉≥１）到 Ω狉（犇）的双全纯映射，其中，幂函数取
（犳′（狕））

１
狉｜狕＝０＝１的解析单值分支．

证明：由犳为犇 上的双全纯函数可知，犉为Ω狉（犇）上的双全纯函数．因（狕，狑）∈Ω狉（犇），所以 狑
狉
犡＜

１

λ犇（狕）
．由引理１可知

λ犇（犳（狕））犳′（狕）≤λ犇（狕），　　狕∈犇，

犳′（狕）≤
λ犇（狕）

λ犇（犳（狕））
，　　狕∈犇

烅

烄

烆
．

于是有
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（犳′（狕））
１
狉狑 狉

犡＝ 犳′（狕） 狑 狉
犡＜

λ犇（狕）

λ犇（犳（狕））
１

λ犇（狕）
＝

１

λ犇（犳（狕））
．

这表明犉（狕，狑）∈Ω狉（犇）．

３　主要结果及其证明

主要结果有定理１，定理２．

定理１　设犇犆为包含原点的单连通区域，若犳，犵∈犛（犇），则犳犵在犇 上成立当且仅当

Φ１
狉
（犳）Φ１

狉
（犵）在Ω狉（犇）上成立．

证明：若Φ１
狉
（犳）Φ１

狉
（犵），则取狑＝０，即得犳犵．反之，若犳犵在犇 上成立，则存在Ｓｃｈｗａｒｚ函数

狏（狕）：犇→犇，狏（０）＝０，使得

犳（狕）＝犵（狏（狕））．

由于犳，犵∈犛（犇），有狏＝犵
－１
犳∈犛（犇）．因为有

Φ１
狉
（犳）（狕，狑）＝ （犳（狕），（犳′（狕））

１
狉狑）＝ （犵（狏（狕）），（犵′（狏（狕）））

１
狉（狏′（狕））

１
狉狑），

Φ１
狉
（狏）＝ （狏（狕），（狏′（狕））

１
狉狑

烅
烄

烆 ），

从而有

Φ１
狉
（犳）＝Φ１

狉
（犵）Φ１

狉
（狏）．

应用引理２，得Φ１
狉
（狏）：Ω狉（犇）→Ω狉（犇）为双全纯映射，且Φ１

狉
（０）＝０，故

Φ１
狉
（犳）Φ１

狉
（犵）．

定理２　设犇犆为包含原点的单连通区域，若犳：犇→犆为β型螺形映射，β ＜
π
２
，则有

Φ１
狉
（犳）（狕，狑）＝ （犳（狕），（犳′（狕））

１
狉狑），　　狕，狑∈Ω狉（犇），　狉≥１，

为Ω狉（犇）＝ （狕，狑）∈犆×犡：狑
狉
犡＜

１

λ犇（狕｛ ｝）（狉≥１）上的β型螺形映射．其中，幂函数取（犳′（狕））
１
狉｜狕＝０＝１

的解析单值分支．

证明：由犳为犇 上的正规化双全纯映射可知，Φ１
狉
（犳）为Ω狉（犇）上的正规化双全纯映射．应用定义２，

只需证明

ｅｘｐ（－狋ｅ
ｉβ）Φ１

狉
（犳）Φ１

狉
（犳），　　狋≥０

其中：ｅｘｐ（－狋ｅ
ｉβ）Φ１

狉
（犳）（狕，狑）＝（ｅｘｐ（－狋ｅ

ｉβ）犳（狕），ｅｘｐ（－狋ｅ
ｉβ）（犳′（狕））

１
狉狑）．

由于犳在犇 上为β型螺形映射，从而有

犵＝ｅｘｐ（－狋ｅ
ｉβ）犳犳．

于是有

ｅｘｐ（－狋ｅ
ｉβ）Φ１

狉
（犳）（狕，狑）＝（犵（狕），ｅｘｐ（－狋（１－

１

狉
）ｅｉβ）（犵′（狕））

１
狉狑）＝（犵（狕），（犵′（狕））

１
狉 槇狑）．

上式中：槇狑＝ｅｘｐ（－狋（１－
１

狉
）ｅｉβ）狑．

由于（狕，狑）∈Ω狉（犇）， 槇狑 犡≤ 狑 犡，从而有

（狕，槇狑）∈Ω狉（犇）．

应用定理１及犵犳可知，

ｅｘｐ（－狋ｅ
ｉβ）Φ１

狉
（犳）Φ１

狉
（犳），

这表明Φ１
狉
（犳）为Ω狉（犇）上的β型螺形映射．

当犇＝Δ，犡＝犆
狀－１，狑 犡 ＝ 狑 犘 ＝ （∑

狀

犼＝２

狑犼
狆）

１
狆 时，定理２即为文献［１６］中的定理１．５．利用

定理２的证明方法，以得到推论１．

推论１　设犇犆为包含原点的单连通区域，犡犼 是以 · 犡
犼
为范数的复Ｂａｎａｃｈ空间，犼＝２，…，狀．

若犳：犇→犆为β型螺形映射，β ＜
π
２
，则
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Φ１
狉
２
，…，１

狉
狀

（犳）（狕，狑２，…，狑狀）＝ （犳（狕），（犳′（狕））
１
狉
２狑２，…，（犳′（狕））

１
狉
狀狑狀），

是Ω狉
２
，…，狉狀
（犇）＝ （狕，狑２，…，狑狀）∈犆×犡２×…×犡狀：∑

狀

犼＝２

狑犼
狉
犼

犡
犼
＜

１

λ犇（狕｛ ｝）（狉２，…狉狀≥１）上的β型螺
形映射，其中，幂函数取（犳′（狕））

１
狉
犼｜狕＝０＝１的解析单值分支．
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